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发 更 第 一 个 泛 函 徽 分 方程 至 今 已 过 去 两 个 多 世纪 了 了 ,得 是 系 
邳 前 研究 工作 只 是 在 本 翟 纪 五 壮年 代 才 开始 的 . 近 20 年 来 在 极其 
广泛 的 点 韦 课 题 推 动 下 获得 了 实质 手 的 .全 看 的 进展 ,我 们 用 下 式 
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鞭 中 记号 FDE 一 一 泛 务 微分 方程 ,R. NN. A, 分别 表 示 潜 后 型 ,中 立 

型 ,超前 型 ,CC 为 涯 全 型 ,RN AL S 4E R,N. ALIE FDE 仅 有 一 

^d xm FDE W H XN $014. 病 亩 复 末 篇 差 FDE 是 
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REREH FDE $y- R REP nhbBg4xESENES 
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FDE 的 一 种 特例 ,并 非 独 具 数 学 特征 的 新 方程 类 (参看 第 一 章 的 
M ik». 

i FDE 理论 框架 中 ,有 限时 滞 FDE 是 最 基本 、 最 重要 的 部 
4.J. K. Hale 的 书 [4j] 是 这 部 分 内 容 最 完整 的 总 结 , 当 然 是 我 们 的 
重要 参考 依据 . 本 书 将 包括 表 中 烈 出 的 所 有 方向 , 它 是 笔者 自 
1979 年 以 来 为 安徽 大 学 音 年 教师 与 研究 生 讲 演 内 容 的 总 结 , 也 综 
CERE LEGGE LEE EA P EX TURN E e E ANA 
学 “动力 系统 年 ?的 讲稿 .讲义 内 容 . 全 书 涉 及 基本 理论 .线性 系 
统 、 稳 定性 与 有 界 性 ,周期 解 与 概 周 期 解 , 概 动 性 与 渐 近 性 .FDE 
HARE EFRR REDRA ES ERNA ZER? 
方程 等 等 . 我 们 期 望 这 将 为 有 意 涉足 本 领域 的 研究 生 和 数学 工作 
者 提供 一 本 内 容 较为 完备 的 教材 ， 

本 书 内 容 的 取 会 原则 是 ;对 基本 概念 的 阅 计 力求 详尽 完整 ,对 
国内 外 专 荐 未 涉及 或 者 少 涉 及 的 内 容 , 如 非 R. N.A, 型 FDE, 概 
周期 FDE、FDE 的 分 类 问题 , 偏 泛 函 微分 方程 等 等 给 以 特别 的 关 
注 , 而 各 类 专 着 普遍 介绍 的 内 容 , 除 基本 理论 以 外 ,我 们 只 择 其 核 
心 部 分 ,为 了 扩大 读者 的 知识 面 ,在 不 同 的 场合 我 们 羡 可 能 引入 不 
E By dE SEE BERE RE. 

A3 dH qucGEGGBBEPXGK.RRETFDES MEA. 
RAE FDE 是 基础 .是 核心 . 对 无 穷 时 滞 系 统 缠 加 形形色色 的 公 
FARREA TEAR AA KREA EE RAR 
MARERE AAF FDE HARRE T A R 
FDE 原先 不 能 得 到 的 实质 性 规律 或 定理 . 这 意味 着 虽然 只 要 在 区 
闻 《 一 ecoyg 一 门 上 补充 定义 只 四 便 可 认为 有 限时 滞 FDE 是 无 穿 时 
AX FDE 的 特殊 情形 , 仍 不 应 该 以 无 穿 时 灌 FDE 作为 基础 和 核心 
部 分 ,也 不 是 FDE 未 来 唯一 的 发 展 方向 ,我 们 认为 ,最 有 具 挑战 性 世 
最 有 着 望 的 研究 方向 应 当 是 ; 非 RON. A. 型 FDE, f FOE 以 及 
FDE it Z [e] C 中 的 几何 理论 与 分 歧 问 题 , 因为 这 三 者 应 用 上 正 区 
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勃发 展 , 理 论证 的 系统 研究 工作 才刚 刚 开始 .我 们 期 望 本 书 的 这 部 
分 内 容 能 引起 读者 的 兴趣 * 起 到 揪 砖 绰 玉 的 作用 ， 

虞 于 篇 幅 我 们 不 可 能 把 我 国 的 现 有 工作 一 一 介绍 .人 香 有 关 文 
献 则 尽 可 能 列 出 . 国外 文献 只 挑选 与 本 书 有 直接 关系 的 部 分 列 出 ， 
国内 作者 用 英文 发 表 的 论文 并 入 西 文 文献 部 分 - 总 的 处 理 方式 是 
把 参考 文献 分 为 三 个 部 分 ;专著 ,中 文 文献 , 西 文 及 俄 文 文献 ,为 统 
一 起 见 , 仍 统一 排序 . 

最 后 ,由 于 仓促 写 就 ,限于 水 平 , 不 妥 与 疏 澳 之 处 在 所 难免 , 故 
祈 批 评 指 正 . 

作者 对 严 云锦 同志 细心 校订 书稿 深 表 谢 意 . 


郑 祖 麻 
1992 年 12 H 
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$81 BEES 


1. 历史 背景 


1750 年 Euler 提出 一 个 古典 的 几何 学 问题 ;是 否 存 在 一 种 项 
线 , 它 经 过 平移 .旋转 运动 以 后 能 与 其 淅 缩 线 重合 ?7 1771 年 ,Con- 
dorcet 讨论 这 个 问题 ,导出 了 已 知 的 ,历史 上 第 一 个 泛 消 微分 方程 
CE EPISC. P 15), 此 后 一 个 世纪 中 ,许多 著名 的 数学 家 ,如 
Bernoulli, Laplace, Poisson 以 及 Babbege 等 都 所 出 过 类 似 的 方 
Rà CER 150. 鉴于 这 些 类 型 方程 的 复杂 性 ,一 直 未 能 对 它 念 进行 有 
效 好 研究 ,而 作为 数学 的 一 种 历史 芸 案 摘 置 下 来 了 , ETERU 
来 ,在 生物 学 ,物理 学 .和 控制 理论 和 工程 问题 中 出 现 了 类 似 的 、. 贡 圣 
更 为 复杂 的 这 类 方程 ,促使 人 们 对 这 种 困难 的 课题 开始 认真 地 分 
H ERRER ATERATA -EARRA RR E B 
最 后 一 童 将 系统 介绍 ， 

本 志 纪 以 来 ,自然 科学 与 社会 科学 的 许 儿 学 科 中 提出 了 大 量 
时 带动 力学 系统 问题 ,如 核 物理 学 、 电 路 信号 系统 ,生态 系统 ,化 工 
笨 评 系统 、 壮 传 问题 ,流行 三 学 ,动物 与 植物 的 插 环 系统 .社会 科学 
方面 主要 是 各 种 经 济 现象 时 计 的 措 述 ,如 商业 销售 阁 题 .财富 分 布 
理论 ,资本 主义 经 济 周 期 性 筷 机 、 运 输 调 度 倍 题 ,工业 生产 管理 等 
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等 . 各 种 工程 系统 中 的 时 洛 现 象 更 为 普遍 ,特别 是 自动 控制 系统 . 
时 滞 动 力学 系统 的 数量 庞大 ,形式 较为 规整 , 自 变量 上 通常 表示 时 
闻 , 这 类 方程 比 起 上 述 的 复杂 FDE 更 接近 于 经 典 微分 方程 的 种 种 
性 质 , 其 系统 理论 构成 了 迄今 为 目的 旋 函 微分 方程 理论 的 主体 LS 
然 也 是 本 书 的 主要 部 分 . 

严格 地 说 ,在 动力 学 系统 中 时 灌 通 常 是 不 可 避免 的 ,即使 以 光 
速 传 递 的 信息 系统 也 不 例外 . 在 这 个 意义 下 , 常 微分 方程 组 

sG)— fü.) rE R (1. 1) 

只 是 动力 学 系统 的 一 种 近似 描述 . 对 不 同 的 应 用 领域 ,通常 从 以 
TIGRE E AREE Seb E 

他 寻 求 略 去 光量 不 改变 动力 系统 解 的 指定 性 态 的 条 件 . 3-] 
之 ,在 这 些 条 件 下 用 常 徽 分 方程 去 描述 动力 学 系统 已 够 精确 ,而 不 
必 蜂 及 系统 中 的 时 河 因 素 ， 

加 对 于 略 去 沸 量 便 达 不 到 必要 的 精确 度 甚 至 导致 错误 的 系 
统 ,以 及 车 不 考虑 沸 量 便 无 法 建立 数学 模型 的 系统 , 则 需要 建立 
一 系列 新 的 概念 和 方法 去 直接 研究 它们 解 的 种 种 性 态 . 

加 为 了 使 系统 具有 期 望 的 性 态 ,设法 控制 灌 量 和 利用 湾 量 . 在 
某 些 系统 中 引入 了 精心 设计 的 延 滞 部 件 . 

其 中 第 加 点 是 建立 证 函 微分 方程 理论 的 主要 依据 ,但 三 者 都 
是 这 一 理论 的 组 成 部 分 . 


2. 应 用 例子 


在 这 些 一 般 性 的 氢 述 之 后 ,我 们 要 给 出 一 系列 不 同 应 用 背景 
中 提出 的 泛 函 微分 方程 ,或 者 稍 加 推导 ,或 者 给 出 引用 的 文献 ,使 
读者 能 概略 地 了 解 一 下 在 动力 学 系统 中 是 如 何 引入 滞 量 ,以 及 泛 
岗 微 分 方程 极其 广泛 的 类 型 和 特点 的 . 
BI BNGONSISAI c 大口 总 数 ,本 地 区 允许 的 最 大 大 口 数 
HA Por-m-—n 为 入 口 的 增长 率 ,其 中 ,xn 分 别 为 出 生 率 与 死亡 
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率 , 它 们 可 以 是 上 的 函数 . 1798 年 ,英国 神父 Malthus Æ T RR 


单 的 人 口 增长 神 型 为 
N(GO-—rNG) (1. 25 


得 出 了 人 口 按 几 何 级 数 增长 的 结论 , 1838 4E, P. F. Verhulst 修改 了 
G. 2), 引 入 类 似 于 电感 器 产生 阻抗 的 生物 反馈 因 于 (1 一 “22 ) ,得 
出 (1. DEER 

NE 一 ri 一 一 一) (1.3) 


考虑 妊娠 期 及 其 他 因素 的 -— E. M. Wright £t EE O. DE 
为 精确 的 时 洁 系 统 


A 


Nt—rT) 


NG —rNGY01—7—35—) t0 (1.4) 
更 一 般 地 有 

NGY—NGOfONFG—r7) r0 (1.5) 
其 中 /了 由 物种 发 展 的 规律 确定 . 


例 2 在 例 1 中 ,六 (家 示 某 一 物种 的 总 数 , NG 不仅 依赖 于 
t 一 5 时 的 种 群 数量 ,而 且 由 整个 历史 时 期 中 的 因素 决定 ,我 们 得 到 
具 分 布 时 沸 的 生态 方程 


NOSNOS fara» PGodu a.9 
[CE AS E PGO-—Ke77? (1. 7) 
[E : 4 Piu = Kue ™ (1. 85 

日 成 立 
|'Pooda-i (1.9) 


例 3 考虑 两 种 生物 群 之 间 的 相互 作用 ,它们 可 以 是 捕食 与 

锌 捕食 ,资源 竞争 或 者 互惠 . 设 捕食 者 总 数 为 nO ,被 捕食 者 总 数 

为 nO , 则 二 者 的 消长 关系 在 不 考虑 河 后 时 可 用 如 下 的 常 微分 方 
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程 组 措 述 


AG )-aQ-- PE 


3x CO — curn GI (2 


(1. 10) 
PEN OEA, 
C. 100858 - 30 089 AE T ERNA R x GO BRE 
TRE AE A EA e 0 PEOR A E A Eod KDA Citi 
XO. 100 980 7676 IE] Holling EEREPRAICR i8 P ZAER: 
适用 于 莹 类 及 低 等 生物 的 ed 0 ma Po A 
IR OX.r Eua, 
qu 34 (1.11) 
à Iud 
i RIT 3c TEE 28 IE DEBE i A 
FT TUR 
JE RIT EHE SAIS e 


— aix, 
PULL LS 
TAG. 10) 9 


Ra) 一 a, (1-——— 


(1. 12) 


(1.13) 


ix Et — ax, GO) 


G. 142 
E lt) 一 — aata lE) Pec, Jri) 
FEARRARI. IEA M LOPA ERS 2 
EADE T TOE qr xs) 


ZG) = —a uM Kp r er riar K= îr 
C 


(]. 15) 
Hm X Ein WIETE a1 om mn RS IE PR [US | CRAB 
WF P= tel 428 fe 
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iQ G)—mrG)—mnaQ0)—xQGMxx 
f) art UHKELT xr 
若 捕 食 者 只 叱 被 捐 食 者 的 成 虫 , DRE IA Dp EU 
(1. 160 为 
i G)—maQG-—1n)—nzt)-—gyiGo»nrG) 
ZQ.)— ac, G)H- KEC rit) 
DE OR ERU TUEDMEESESSE MEE ES E 
(1.18) 28 
z,QG)-—ma,Go—1,) n2 O0) —eoQ GOx GU) 
ikt) — —a,2, GC) d- K g( x, (f — mr, Por, (— n, 
类 似 地 , (1.16) 其 分 布 时 沸 的 方程 (1. 17528 


iO=m| n (fa Plandu—nr{tt)— qx rtt) 


C1. 167 


(1. 17) 


(1. 18) 


I) —aQ q; Gd Kei x, G) 
(I. 19) 
例 4 在 环境 污染 问题 中 , 设 污 染 物 为 有 毒化 学 物质 或 放射 
性 同位 素 . 物种 在 区 域 D 中 的 总 数 为 xz,(z) ,物种 个 体内 的 毒 索 浅 
HE x. GO ,环境 中 介质 的 毒 农 浓度 为 n 00 E x GO RIT RE B OL A 
mn 毒素 在 个 体内 停留 = 对 间 以 后 排出 体外 (对 排出 部 分 而 言 ), 环 
境内 毒素 进入 个 体 的 平均 时 间 为 ca IUR RRR 
T= err, (tr) 
二 一 一 人 To 
d,0)— Kanar 
Tt rr hr (ur) 
其 中 rr 开本 | ay, 丰 BERGE Ef uO ERER HEAR 
的 速率 . 对 革 些 系统 可 设 uU) = const. 也 可 以 设 m mn 中 某 一 个 
或 两 个 等 于 0. 
例 5 E. Volterra 改进 了 V. Volterra X-Fi 4eoE BP) 4-3 


J 


(1. 20) 


学 模型 是 具 分 布 滞 量 的 二 阶 系统 
mia) + arit) 十 | Ke — r)x(r)dr = g(t) (1.21) 


其 中 msa 为 常数 ,天 ,8 Dg. 

例 6 D.iIsraelson 与 A. Johnson 试图 解释 植物 周期 变化 时 
导出 了 与 例 4 类 似 的 分 布 滞 量 系统 . 例如 向 日 蓝 当 阳光 改变 角度 
时 的 转动 反应 总 是 存在 滞后 ,转角 应 满足 方程 [4] 


á(t)-— —K| f osinsa n — 04r (1. 22) 
1 


例 7 对 生物 体循环 的 研究 ,常常 用 放射 性 同位 素 或 者 示 踪 
储 晶 ;它们 在 生物 体 中 的 分 布 与 某 些 化 工 系 统 的 循环 类 似 ,部 用 线 
性 差分 微分 方程 组 


iy D Azar) (1. 23) 
表述 ,其 中 ER"[375]， 
Hs 麻疹 传播 的 London 与 Yorke 模型 为 
SQ)—8QXSQXSG—12)—SG—142—2r]Tr 0.24 
其 中 SG 38 c2598 9 218r 036 BE ro JRX RT ETE A 
O f Er d HEA «8 GO JE LET REAA, AARE 012.0 —14 
4r WI HERE FE XS PIER GU] EL. ER [378]. Cooke 5j Yorke 的 淋病 
传播 方程 则 为 
SQ») gG-—n)-—gGGnD (1. 25) 
其 中 g ERAKAR ZANE 3E 52 88 25 [ 4 ]. 
$469 在 光谱 理论 中 有 一 类 椭 图 型 泛 函 偏 微分 方程 的 边 值 问 
AE 


Lu) 2 Za jz) ath (u(r) = Cr) 


1 A: 
a 2o Hay aae 
[pa] =ù d-1 m d r 
u 一 Y riiu 
xd i=] z,-, 


其 中 rE Rr Gee GCR HARR, n3 h ace 
C.z€Qo(O,d)XxG. SF. L dk Q dé — Som Ead 405]. a; — 
a,€ CQ) G, j= 1, 2, o0. rr eC QD E CHEER S/E 
LOEN HAN, 0d d, dnn md. R 是 混合 型 差分 算 子 


N 
Ru) 一 24 bulat jiza m) LER 
Volterra ÆW RREPA TEH E S0 7) E T RRAS 
方程 
UG, O-AUGsDA T MU. (6,6, 0dr— fip 


U,(r,t)— AU GO ERG DU G 90) Fa 
| (1. 27) 
Krür€R",.A Laplace 算 子 ,R(x; 四 是 一 个 线性 微分 算 子 ,对 
LETTORI 
例 10 在 经 济 学 中 对 资本 主义 经 济 的 周期 性 危 视 有 如 下 方 
程 [8] 


DO —-aUGO)d- BUG — D + fü) (1. 28) 
H. Bateman XJ ij EF SE [STER Hy [76 ] 
P» | fe)Pa- dc (1. 29) 


其 中 PG) 为 时 刻 + 的 店 存 商品 数量 ,f(t) 是 商店 补充 进货 速度 . 
T. Tinbergen 研究 了 造船 工业 的 一 个 时 洁 微 分 方程 


了 人) tbrG—rb—er'(t—:). E=const, (1. 30) 
Ap ORRA cB SEC DEC EL c const. 表示 
建造 一 般 毅 的 平均 周期 ,8 为 正常 数 ， 
例 11 园 理 学 中 的 应 着 微 分 方程 是 过 种 多 样 的 - 如 核 物 理 中 
用 计数 器 测量 放 庙 质点 源 强 度 时 ,使 得 方程 


R(t) 十 afai 一 rit — re j= 0 (1. 31) 
俏 者 考虑 汐 是 核反应 堆 的 慢 误 诚 , 则 得 
ia) = [ kcxoas (1. 32) 
EAXGSXDESR.O.32EO 
xit) = K0 + Dza t1) — KWa) (1. 33) 
在 弹性 理论 中 考 虚 了 进 贸 效应 ,全 得 出 


UG) + a'UGC) 4 [vea — Ddr— fü) 0.34) 


当 考 虚 三 极 管 振荡 器 中 的 传输 时 间 时 ,导出 了 具有 滞后 变 元 
的 Van der Pol 方程 
Ta) tarit) —fü-—r)rG—rndMa4rG) 0 (1. 35) 
R. Driver FHRA AT ER F E — je VE LI LARES s BE 
斥 时 ,考虑 了 引力 传递 的 时 间 , 记 相互 作用 的 时 澡 为 ra .ra (7)， 
得 出 运动 方程 
T) = fO) — rlt — ra GD unGVuxnOG— roO») 
x) m fln Q0 — TE — ru GOD un Gy) vn Go nio) 
(I. 36) 
8612. BRUT SI ULSEXESEPR THIS TR US PETERE id P GO 


DHCEESERS FR 21. REUS LS. P. mE ELEIÉE TREES BUS R 
HC LM, A ACSBELPS CCS TEE, COO REACH D 
界 的 质量 速率 ,z 是 从 进 气 到 燃烧 的 时 澡 . 作 下 列 代 换 以 简化 方 
B. 
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p 一 T= P T= 
"m 
|. m |. idlog f 
TM" cr 
FEE WERA E 


EE EQ marO b azG— sGr (1.37) 


例 13 AXES IBI EIE 9 —- DRESS ERE. 
fit Minorsky XT A5 AE E DE 03e 58977 87 
mx(Q)d-bxQG)-dqrü-—:04-KrGG)—0 (1. 38) 
A. Callander itie 865 5 ah erp SERIO. 38) 稍 为 复杂 -一 
A: 
=O -CG)—u,C) 
(1. 39) 
C UHL Sn UHA 2-40) 
H. H. Kpacosckpüá HR AIE HRAS, EH Stieltjes 积分 
3E RIS RE Jy PS DE. jf £C 7 ER 
r) = 恶人 EXE 十 BGwG),yG) = QGxG) 


a = | téac noo e + È dout, Jui + n 


(1. 40) 
在 通讯 两 络 的 研 容 中 ,关于 无 损 传输 线 的 数学 模型 是 一 个 带 

有 迪 值 条 件 的 编 微 分 方程 ,经 挛 换 后 尼 交 
Z En- Kut— o ]= fU a 0) (1.41) 


Hp r=2/ VLC LC 4l 5s a Afg 

例 14 教学 的 某 些 分 支 提出 斌 通 徽 分 方程 的 例子 也 不 少 ， 
Cherwell 试图 证 天 计数 分 布 的 一 个 性 质 : 设 Ztn) 为 不 大 于 5 的 素 
iy 1-3. Bh limZ GIna/n—1 ,于 是 导出 了 方程 


Z' (n)5 —Z GOZ it )/2n 《1. 42) 
B .IZGD— n -是 人 .42) 的 一 个 解 ， 
例 15 古典 的 Euler 几何 问题 ; 求 一 曲线 使 它 能 经 运动 而 与 
CHURRA. 设 曲 线 的 参数 向 量 方程 为 r(s) s ERAR, E 
曲率 半径 Rs) 应 满足 方程 


ROEE — gcc ERG) (1. 43) 


其 中 c, 为 常数 ， 

Poisson 的 儿 何 问题 : 求 一 曲线 n. f r EFE— 4 POS Y BI 
线段 PR 的 平方 与 过 怀 的 垂 线段 QR 的 平方 之 差 等 于 1. 这 里 RR 
是 过 已 的 法 线 与 轴 的 交点 ,@@ 是 过 只 平行 于 》 轴 的 直线 与 的 
3C A. XX ELSE UB 

a GO coy" — y!G H yy (rT) 21 G. 44) 

RRA Hi MESE HUN SUE TCUE AMAT RR IT 

8016 C.b5.Hopkuu 18:5 RAAE NRE, N 
方程 

工人 十 2pez 人 ct) 十 ?2 人 ty) 十 rz 人 一 zt 一 0 (1. 45) 
为 数学 模型 ,其 中 Yr BEER EU rera. 
例 17 K.L.Cooke 提出 了 一 个 生物 科学 中 极为 重要 的 方程 ， 
它 与 焉 传 现象 有 关 ， | 
ra) + azrt — hi, r = FU) E> tfa — (1.46) 
J. K. Hale, R. D. Driver 研究 了 1.40% hG,zG)) —r— pK 
zÉ. B. H. Stephan XJ r—1, K (D =sin2at, F) = sinZzt 
的 情形 讨论 了 周期 解 的 存在 性 [408][409][L410]. 
例 18 在 时 间 对 称 电 动力 学 中 提出 了 如 下 的 二 阶 方程 [404] 


Gu ci) arer) Hiptop) (1.47) 


其 中 ae,8,r>0,o>0 都 是 常数 ,4 是 给 定 的 画 数 , 它 也 适用 于 某 
10 


些 大 尺度 的 天 文学 问题 . 
物理 学 中 一 维 返回 二 体 问题 的 方程 为 L416jL417jJ 
rl) = (zr) (1.48) 
经 典 的 电动 力学 的 二 体 问 题 在 [4141[415] 中 给 出 了 下 述 数 学 
模型 
yD =f, ylety G0) (1. 49) 
YOSE y Gr yGG yGD.y(gG QD) (0.50) 
$619 在 博 奕 论 中 ,研究 解 的 连续 过 程 时 导出 了 如 下 的 
Cauchy 问题 [412 ]: 


xz) 一 R Sgt IEO rE EE), 


GE r rA, 20 
x) = DT) = p, € R = (— co,0] 
(1. 51) 
其 中 g,G 是 确定 的 ,但 须 满 足 某 种 递 推 公式 . 
例 20 在 生命 个 体 的 活 细胞 娃 ,控制 酶 反应 的 生物 机 制 的 一 
个 数学 模型 为 [413] 
az) f(x rG,.uxQimui», 
TG x, x), £0 (1. 52) 
r(G)-—342).,010)-—9 E R.. 
”其 中 xE€E Ruso B HE Ab. 
例 21 Angelova 在 [525] 中 研究 了 金属 切削 理论 中 的 一 个 二 
阶 方程 组 
zx()—fFfUü.P.xQ—P))  i-1,2 
P, PG xn D ans GOD en OD as 0) 
解 的 振动 问题 . 


3. 名 称 及 其 缩写 


上 述 一 系列 例子 所 导出 的 微分 方程 ,历史 上 曾 使 用 过 各 种 各 
11 


(1. 53) 


样 的 名 称 , 这 种 极 不 规范 的 状况 ,反映 了 大 们 认识 的 曲折 过 程 . 99 
姻 称 之 为 “ 症 态 方程 “证 困 微 分 方程 “时 滞 方 程 "“ 后 确 过 程 ”、 
“差分 微分 方程 "“ 具 有 偏差 变 元 的 微分 方程 "等 等 .我们 从 两 个 不 
周 的 角度 来 认识 它们 ,然后 给 以 统一 的 名 称 ， 

首先 , 诸 方程 中 的 未 希 函 数 , 例 奶 了 (0 HAEREA e 除 此 之 外 
WRAT BRF c BE Bn rara ph (— r0). 
这 种 变 元 的 值 沪 离 了 z CL GB 8E L^ EE DOL Bic d 
28". 从 这 个 角度 出 发 ,我 们 的 研究 对 象 可 以 统称 为 “具有 偏差 变 元 
的 微分 方程 ,缩写 为 DEDA (Differential Equation With Deviat- 
ing Argument). 

其 次 ,我 们 注意 到 , 若 上 述 诸 方程 中 不 出 现 导 数 ,或 者 说 不 含 
ARMARE FE LENE ZELTIAR 
数 方程 ) ,缩写 为 FE(Functionsl Equation). 国 而 我 们 所 列 出 的 诸 
方程 统称 为 “ 返 光 微分 方程 * 便 显得 十 分 自然 .以 后 简称 为 FDE 
(Fun-tional Differential Equation). 

今后 我 们 采用 FDE 这 一 术语 ， 

对 FDE 中 的 “偏差 ”, 我 们 概 路 地 把 它 划 分 为 三 种 类 型 ， 

《1) 分 立 形式 

大 方程 中 今 差 变 元 都 可 以 写成 上 + 一 rt 的 形式 , 则 称 偏 浆 是 
“分 立 的 ”, 或 者 说 是 离散 的 , 这 里 r ORKAR: RA, 
TA tc m gGO EGOHREGUEBUT : 05 280800. 所 以 它 不 是 
新 的 独立 变量 . 

这 类 FDE jl REB [25 2 DS) A PR. DDE Differential 
Difference Equation}, E11. 4) (1. 5) (1. 15) 26. 

(2) 分 布 形 式 

奇 变 元 的 偏差 以 积分 形式 出 现在 方程 蛙 , 则 称 储 盖 是 分 布 形 
AR LA CL. 6) (1. 190 (1. 22) 等 等 . 

xL TIU LERRIELGEO EE 
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jzce+enae 
其 中 aa, 有 是 常数 ,或 者 一 ce .十 ee ,或 者 是 上 的 连续 机 数 ,不 警 姐 
dal , fup 28 EDU AEDORÉCT. : KRR EM TP r ÉL RT EA 5 t 
的 德比 较 大 小 . 例如 a-——1. 8-1. Wil 

| zc 二 00ad6= | =GTO)dg 十 | rc 上 6)d6 


右边 第 一 个 积分 里 偏差 变 元 都 不 大 于 昌 第 二 个 积分 里 偏差 变 元 
ABBA F t. 

(OD X ZU EE 3t 

这 里 指 的 是 《1 ) 中 的 * 不 仅 依 赖 于 c, MARKETER 
z (tt)， 基 至 于 依赖 未 知 男 数 的 导数 r G), TOME. mi. 43) 
《1. 44001, 45) 等 等 ， 


4 ETER 


iki 分 立 称 分 布 两 种 形式 的 FDE 是 不 相互 包含 的 类 型 . 得 
它们 可 以 在 Stieltjes 积分 表示 之 下 写成 统一 的 形式 .如 (1. 407. 
考察 方程 
zQ) =| [dom Ddra-6) (1. 54) 
ERR HE Stieltjes 积分 ,TE R, ya Enn RFRA 
"M. 
车 ?Ct 站 关于 #8 可 微 , 则 (1. 54) 是 分 布 形 式 FDE. 适当 选择 
?tf 从 全 可 得 分 立 形式 的 DDE. 例如 取 
0 8—0 
ens Gaher 
la+ 8 一 
AT BE, M Co | 表示 Stieltjes 积分 ; 则 (1. 54) 为 
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r= c» [aene ,8) Jx (78) =f% (£,0)x (1—9) 


d xG—000,84-0) — 90,00) 


d-rG—8) CIC g) 
ge . 


-56.8—0)) =ar tbrr) 
Br 
还 可 以 选取 74 的 ,使 (1. 54) 同 时 有 (C1)(2} 型 偏差 变 泡 ,如 


0 4 一 0 
C .60) 二 (1—60s5in?;) Q021 
acos?t -- b 8—] 
RER 71. 用 类 做 的 Stieltjes 积分 计算 , (1. 50 


rG)-—axG)-drbr(t-—]1) - ['siniza — 85 dà 
G 


注 2 在 一 个 FDE 中 ,可 能 局 时 出 现 两 种 甚至 三 种 形式 的 仿 
3X. 

注 3 OO A RHECE XOR TS imer, dEZR E rr. GEF 
次 .自治 . 非 自治 等 等 都 可 以 平行 推广 到 FDE EZ (HIER UR 
论 赛 元 有 无 向 差 均 应 平等 对 待 , 例 如 出 现 乘积 GG — DOBLE 
为 二 次 项 看 竺 ,系统 是 非 线 性 的 ， 


$2 FDE 的 分 型 


对 1 中 指出 的 广泛 意义 下 的 FDE ,实际 上 只 有 一 部 分 明确 
地 划分 了 类 型 ,就 是 仅仅 对 具有 (1 型 和 (2) 型 偏差 的 FDE 给 出 
某 种 方式 的 分 型 法 . 这 种 分 法 迄今 只 有 一 些 定性 的 描述 ,大意 是 : 
报 据 方程 中 未 知 前 数 的 最 高 阶 导 数 的 自 变 元 与 低 阶 导数 的 自 变 元 
之 间 的 比较 关系 来 划分 方程 类 型 移 . 对 具有 偏差 变 元 的 偏 微分 方 
程 和 具有 复杂 仿 差 的 常 微分 方程 ,由 于 系统 的 研究 工作 刚刚 开始 ， 
还 没有 明确 的 分 类 法 ,我 们 将 在 最 后 一 章 里 做 一 些 说 明 . 
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下 面 集 中 讨论 具 分 立 偏差 的 FDE 的 分 型 问题 ,涉及 具 分 布 偏 
ZH FDE 时 将 明确 说 明 . 


L. 基准 函数 与 基准 变 元 


对 给 定 的 FDE， 设 其 定义 区 何 IuCR, 3 :CleedHl.d:— 
(O =g RE ORR AEE, r ONR RRA Ere) 
连续 . 
设 FDE 中 最 高 阶 导数 有 + 个 互 不 相同 的 篇 差 nz 一 1,2， 
mor 若 记 fo(f) 一 0, 则 最 高 阶 导数 的 变 元 共有 7 十 1 个 ,统一 记 为 

g, CO —t— ru) T= 0,1,2, r, 
我 们 把 它 分 为 两 种 情形 
C (41);r 一 0, 表 示 最 高 阶 导数 没有 偏差 变 元 . 

CAD :r>0, 表 示 最 高 阶 导 数 有 偏差 变 元 ， 

EX 2.1 对 给 定 的 FDE,tE Foe 时 称 卫 人) 一 maxfgott， 
KGE) gr 为 它 的 基准 函数 . 

由 定义 我 们 有 

TOE Im LEŽ. 

者 r=0; 则 在 Ire ETO =E 

tX BUR ES die OO ZRO(R gi GO) DN] TG —r. 

者 Om HizjBbnOZIO.g eoo. TQ) = 一 
r= g, a). 

EN 2.2 对 给 定 的 FPE ,存在 某 个 OLEO 4 tE Tene 时 
TD 一 Si ， 则 基准 函数 了 (GD)( 即 g,(0)) 叫 做 基 准 变 元 . 


一 般 地 说 ,基准 函数 未 必 是 基准 变 元 ,如 
001 对 方程 
zrG)M-2r CG—sint) -—f,rü.rü—1)) (2.1) 


它 的 基准 函数 工 G) —max (t, £—sint). 设 Fe — R. WIE Zee E. 
T (st, T (GOsÉr —sinr. 
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在 下 面 分 狸 的 定义 中 需 划 一 个 引 理 . 
引 理 2. 1 设 g (8 为 区 间 了 EE 尺 上 的 连续 丙 数 ， 
T (的 一 maxfgigt Er， 则 存在 至 多 可 列 个 区 间 大 ,使 了 一 
UL. 且 任 一 天 EET Jasja E TO= ga). 
证 用 归纳 法 , 设 > 一 2, 记 集 
S= Gig Q0 — T (D,t€ I) 
TUE I—S—G:g.O-TG.u€cl).sd4xkEI ERE fetu TUBAE 
A. 
CS É— T up ydf. 
DSS ULLE 是 至 多 可 列 个 区 间 ， 
(DS E I eg. 
MOSS USUS 3X IR S, EE HE] 4.8, 是 至 多 可 列 个 
KERS S, 是 工 的 某 些 子 区 阿 和 和 集 上 的 稠密 子 集 . 
这 里 S1454,5; 证 能 未 必 后 时 出 现 . 
对 (1)(27 引 理 的 结论 显 热 成 立 ,而 (3) 则 可 推出 :EIT 时 TQ) 
=p 0). 最 后 (1)(2)(3) 推 出 (4) 的 情形 引 理 结 沦 仍 成 立 ,.+=2 的 
情形 得 证 ， 
设 关 魏 r, 天 一 1 时 引 理 结 论 成 立 , 记 
T G= max {g (t) gx 02] 
T G) =maxtT ser) 
如 上 所 述 存 在 至 多 可 列 个 区 得 LS SEI UL. etg T L 上 或 者 
了 (一 和 Kitt) 或 者 了 (信人 由 归纳 法 所 设 , 对 后 一 种 情形 也 
可 以 分 解 为 I= UI d; 是 - -组 无 中 的 区 间 . 对 任 一 I FEER 
Er OSKKO). TOST G —g.G. 折 以 在 天 上 引 理 结论 
RE. 从 而 在 1 上 也 成 立 . 
应 用 引 理 2.1, 贝 最 高 阶 导 数 诸 变 元 定义 的 基 淮 涌 数 T(z) 分 
ARAS. 
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(GB ) ;在 Jes E Tek ;j(o ME TG —., O A TOR: 
一 个 基 难 变 元 ， 

(Bj) :存在 Troe 的 一 种 分 解 ,Irne 一 上 ,在 每 一 个 上， 上 ,存在 
(0szjsrME TG) —g,G) ,此 时 在 Troe 于 人 (人 不 是 基准 变 元 ,但 在 
T, 上 ,gjtt} 是 基准 变 元 . 

可 网 , 当 我 们 判断 基 淮 裔 数 是 否 是 基准 变 元 时 ,必须 考察 所 指 
EREKE. 

i FDE 的 所 有 低 阶 导数 中 除了 变 元 pOK Ah E 
A m 个 新 的 偏差 变 元 gi GO GE jr dom). Bl FDE 中 共有 > 十 
m 个 互 不 相同 的 稽 差 变 元 ,连同 gs m6 HU rc m1 个 变 元 . 
记 

gt ru (r4 lsljE mdr) tE irw (3. 2) 
XE X (2. 20889 — T ERIS T CO 

T*S maxi gra 02 Er au] 
出 引 理 2. 1, RRRA. 20 £p E e REPRE ECHE L 使 jine = UR» 
HEER -4I LER jr 二 1 所 7 入 rf 十 te) 使 了 工 " =g u. 关于 
T ORL FARE. 

(CO féfE jr - 1 jr mo Ey 2€ Ipse IR T (1) 二 
gy (GO. BET" (OO JÉICER S3 HS — T ETE C. 

(C ff TE Deve E] — hbro RE :ippe 一 Ui, 在 每 一 个 fi 上 存在 ji 
HISIS tm BST G-gG. 

T (0 与 了 "0 之 间 可 能 有 以 干 三 种 关系 : 

(XXIV FE Feoe T GO T OY. 

(DORN tE Teoe T OTO. 

DVJ FC Ho BE rEIL8T GU AO, A e Clp, 


使 当 1E IBUTtG)DATG) (或 者 说 至 少 存在 一 个 上 E 大 ,使 
T'GY»T(GD». 
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注 1 车 最 高 阶 导 数 不 含 有 变 元 # 则 分 型 法 出 的 叙述 稍为 复 
杂 一 点 (和 参看 L591.)， 

注 2 着 所 有 偏差 闪 40 委 玉 委 天 十 者 是 常数 , 则 可 以 在 ne 
上 比较 gr 一 zx 一 rr 的 大 小 . 


2. 分 型 的 定义 


我 们 用 上 述 诸 条 件 CA4) BO (C7 来 划分 具 分 立 变 元 FDE 的 
类 型 (注意 到 (C41) 与 (4,)、(81) 与 (8,)、(C) 与 (Cs 是 不 能 同时 成 
REE FDE Bi ARE CAD I ge HERO,» 

XX 2.3 4X FDEWNDRAXIFCADQCOQDDXECGADG GOD, 
则 称 之 为 滞后 型 泛 函 微分 方程 , 简 记 为 RFDE (Retarded FDE), 
若 此 时 它 是 一 个 DDE , 刚 记 为 RDDE ,如 (1.4)f1.5)01.67 等 等 . 

定义 2.4 若 FDE 满足 条 件 (A1) CC) ODRE ADC) 
CD, , 则 称 之 为 超前 型 FDE. 简 记 为 AFDE(Advanced FDE), M 
理 , 若 是 DDE, 则 记 为 ADDE ,如 (1.32)(1. 33), 叉 如 方程 

ritrarre) =À (2.3) 
rG)-rAMsin'D-LrGa10-—0 (Z. 4) 
都 是 ADDE, LR. 

EX 2.5 Æ FDE 满足 条 件 CAD CB CCD (421,2, Mi 
称 之 为 混合 型 的 FDE, 简 记 为 CFDE(Compound FDE) ,同样 地 ， 
若是 DDE , 则 记 为 CBDDE. 如 (1, 47), 叉 如 

(+42) zi) RaG—sinD =—0 (2. 5) 
zGbMrrGG-T2cost)24 r2 -—0 (2. 6) 
W CDDE ,Jo 一 只 

定义 2.6 # FDE 满足 条 件 (A1)CB1)(C) CD,), 则 称 之 为 中 
立 型 FDE, it Æ NFDE (Neutral. FDE), 若 是 DDE, Mir% 
NDDE ACL. 4D. 事实 上 ,对 (1. 39) 第 一 式 求 导数 并 令 t 为 1 十 1 得 
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BGHA-)-)GHrD-CG-AMD-u)HrD 
与 (1. 39) 第 二 式 合并 得 
BUY 7 a) HDH rO Ar —$ —0 
(2. 7) 
也 是 一 个 NDDE ,不 过 基准 变 元 为 :十 1. 
当 FDE H E RIPA: CB2) (CO CD;) 时 ,也 称 之 为 中 立 型 方 
程 ,但 与 前 者 不 同 , 它 不 存在 Tne 上 的 基准 变 元 ;只 能 在 Ire UL 
中 的 区 间 工 上 和 远 择 相应 的 基准 变 元 如 在 相 邻 区 则 D. 2. 5r 5I 
取 不 同 的 基准 变 元 , 则 此 FDE 在 JUIi1 上 是 两 个 具 不 同 基 准 变 
元 的 NFDE“ 有 接 "起 来 的 方程 . EE TR" E NFDE”, 记 为 
N “FDE. 若 为 DDE, 记 为 N' DDE. 这 类 方程 在 区 间 Hia Cg 
接点 ) 附 近 的 性 态 是 十 分 复杂 的 ,迄今 为 止 还 没有 完整 的 研究 工作 
[268], 例 1 中 的 方程 (2. D AR RE N" DDE. 
对 例 1 的 方程 (2. 1), 若 Pee — R W Pepe — HU, 3X HF. U T, 
是 一 些 区 间 的 和 和 集 , 记 六 是 整数 全 和 体 di U zie Gi Dx, 
= ULGij-Dme zin). fe I, 上 基准 变 元 为 二 在 上 基准 变 元 为 * 
一 sint. 而 在 天 oz 却 没 有 基准 变 元 . 
在 FDE 理论 中 ,R 型 是 主体 ,其 次 是 N 型 .A 型 .C 型 以 及 那 
些 尚 未 分 类 的 复 姥 偏差 变 元 泛 函 微分 方程 ， 
例 2 考 虐 方程 
ar(O bre itertt)i+drtt—r)+ertti+r)=0 
(2. 8) 
其 中 z€R.r—const. 0.4 H6 a b.c d eE R, TE SR ERAS (] 
定义 ,我 们 有 
£—0,6—0,a350,(2. 8) É RDDE. 
e—0,b35£0,a2£0, (2. 8) NDDE. 
e—0,5550,a —0,(2. 8) Æ ADDE. 
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Eha I bE GA 5500, (2. 804 IE CDDE.. 
此 壮 还 有 两 种 极端 情形 ,5 二 d= 二 e=0 时 (2.8) 是 一 个 常 微分 方程 
a 一 上 一 0 B C2. 80J& — 7-36 4) iR. 由 此 (2.8) 叫 敌 差 分 微分 方程 
是 很 贞 然 的 事 了 . 
若 (2.8) 中 r<0( 或 rz 一 一 sa>00) 则 ( 业 .8 化 为 
arit) d br(Gd o0 ex GO edax Ge) d ex(t—2) —0 
(2.9) 
上 上 式 的 基准 变 元 为 上 cc, 类 似 地 我 们 有 
b3£0,a—9,(2, 9) 是 RDDE. 
6359 ,a3€0, (2. 9) 是 NDDE. 
b= a40, = 6,02. 9) ADDE. 
b= 0, a0, d 550, 62:0, (2. 9) CDDE. 
图 样 存在 两 种 极端 情形 e 60, (2. 9) 是 差分 方程 ,5 二 d= 二 e=0， 
(2. 9) 是 党 微分 方程 . 
LEMES ELI (E X 
r9 ()— f. x). ax D Gu rG— T). ur G0). 10) 
其 中 00b $35 m ERE RO ,我 们 有 
382, Zn 时 (2. 100259 RDDE. 
2 =n H, (2. 106) NDDE. 
25 >n f, <2. 10% ADDE. 
例 4 多 潜 量 高 阶 系 统 
TO= fari e x7 Gy zr rg 
Ty)..r(0t— 0,2), (t— 0,3) (2. 115 
其 中 e«crnemrQeLGeLnLxÓGQ.dx jn i= max. 依 定 区 我 们 有 
nl (2. 10 Æ RDDE. 
n=f (2.1D Æ NDDE. 
n«.i-L, (2. 11) 是 ADDE. 
n« l.l m) (2. 110 CDDE. 
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3. 县 分 布 偏 株 FDE 的 分 型 

当 偏差 变 元 出 现在 积分 号 之 下 尉 , 恒 设 它 为 +0,0 ERDE 
元 ( 著 为 二 Fr: 令 一 rz 一 和 即 可 ), 此 时 积分 上 、 下 配 8.o 是 常数 或 者 
Ei DERRE. 其 中 之 一 ,例如 & a A e ee p H). 

ME 8E Ea,B 上 ,偏差 变 元 1: 十 FE 十 wt 十 Bj. GEE c Rb B 
e, NS CR] BR GEB a REC Rea D. 

SOUL) EEBUT E FEL EACUS EC OS HEC ER. 

引 理 2. 2 ”对 下 列 情形 


fi 
aj LOUD Koi 


Fi 
2i Etrit), x" G) vurG BE nV x) xr E a -Ode 
MIRA FDE SA ri ) 的 关 一 1 RER. 

" 

事实 上 ,| xU) Cp E) UU x I GEB) 79 G-Ea), BD OD | 
HEX FDE 有 天 一 1 阶 导 数 , 用 部 分 积分 法 同 理 可 证 (2) 中 最 高 阶 
FREEK Pr. 

E FDE 定义 在 Ipe cR E CREL FREE SX X 
TE a x m) a Gr Cg, G)) 
Bw 
| E00 mama) TUH) var" (FO) Ae 
(2. 12) 
p a 
| Bt rG) .ttt rU n Ct) :T(t 4". QUU De )d8 


(2. 13) 
其 中 tid jr mg rx KR=1, 
2;0.2502. 12) 出 现 引 理 2.2 BOO 02) 的 捕 形 时 好 入 (3. 13). 
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二 r=ri tr: 
T= max {gi "rg jet T T TN 
T^ () max (gos sg; odis Pon Pen) 
2,77 a 4-0, B; B 7 ££, 2, ru bm 
Bb suits ERAR UE CAO (0 (C0 0D) 
CAD ;r-0ecr, —r,—0. 
CA, ir. 
(B DÆ Iwt TORREY. HI j ETOS g,G2,08j 
<r EE TO =a RE TO= p pjr 
《Bs);(B1) 不 成 立 ,但 存在 Irt a o= UL, 在 每 
ALE, 3j ETO=g; 0), jr., 或 者 TQ)=a(t)，, 或 者 
TO =Å) Sr. 
CDT OSTO Elme - 
EG de= UI ERR T OSTO AI 7: ,至少 
HCE ddT'oQTG'. 
(D) :tE lth TORTO. 
E33 38 UE NRSA RE IEEE WFE: 
EXx2.7 车 FDE 满足 
(å) ČD, W E Æ RFDE. 
CAD GD» , NEE AFDE. 
CA, CC,) HE CA (BO (C W E XE CFDE  G—1,2). 
CAD GO GO 5 C4: XB, C Dp 则 它 是 NFDE 与 N"FDE. 
045 方程 


zr (0)-— s a, C) r +a (2. 14) 


t=] 


其 中 r—const. 0 PEXOLE Mu Y: 4 2.06 有 
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例 6 对 方程 


POH Zf ayt) Hd I= f QG x0) xr) 


j= i=l 


(2.15) 
其 中 OKni rn AAR LEL Aj Sijm. 记 1 二 
max l. V a0, n. 则 
nz (2.15) RFDE. 
n—l—l,-l.lsjsm.Ba,—1 (2.15) NFDE. 
例 7 由 定义 判断 下 列 方程 的 类 型 


zo-[ gü,xQ.rx-4-6)0d0 — RCFDE. 
-1 
ze g tr» ,rtf 02288 是 RFDE. 


iG gastos (T6040 除了 引 理 2 
的 情形 (2) 以 外 ,是 NFDE. 

xo -| EGO a++ 是 RFDE. 
其 中 & JE CTI 

z= | geze) res ds 是 RFDE. 


Zo “偏差 变 元 ”一 词 当然 意味 着 有 一 个 没有 偏差 的 变 元 ,这 
就 是 我 们 引信 的 基准 变 元 . 对 某 些 方程 在 jeng 上 存在 统一 的 基准 
变 元 , 记 为 =g), I a7! ,使 二 EC) 则 方程 可 以 化 为 以 s 
为 基准 变 元 ,例如 方程 - 


iQ —iGRD3O—lL:G- 0-0 
S t 4-1 2s, Bli] d, Eg 2G)-22G—1)—6xG— D) 4-3:26—2)—0 
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用 一 方面 ,我 们 必须 和 确定 以 高 芥 导 数 来 定义 基准 变 元 ,否则 将 
得 出 不 各 的 结论 ,例如 对 Lecernu 方程 

rG)-—arGG-—1)4-5zÓ4-1)—0 (2. 16) 

必 最 高 阶 导 数 定义 基准 变 元 为 1,(2. 16) 是 CFDE. 车 用 低 阶 导数 

来 定义 , 便 是 :=i 十 1, 此 时 分 现 灶 刚 完 全 不 同 ,而 且 当 导数 的 阶 数 

足够 高 时 ,问题 变 得 于 分 复杂 ,数学 特征 也 不 明显 . 这 是 厅 可 取 的 ， 


35 SERATE 


LXUECE E RGESEBETEUE EC I ESAU ELE SUE. E 
1. A FECE SE 


上 面 已 经 指出 ,RFDE 是 FDE 理论 中 的 主体 部 分 , 换 名 话说， 
描述 滞后 现象 的 动力 学 系统 在 各 寺 应 用 学 科 中 是 相当 普遍 的 .大 
Iit ag. 在 物理 学 的 许多 分 支 中 ,历史 上 曾经 把 具有 分 立 洪 量 的 情形 
喇 懂 “时 小 系统 ”, 把 具有 分 布 灌 量 的 情形 时 做 “后 效 过 程 ". 不 管 如 
何 , 这 类 动力 学 系统 与 常 微分 方程 的 根本 区 别 在 于 ;要 决定 系统 一 
个 状态 的 来 来 ,不 私 要 确定 这 个 次 态 现在 钥 间 的 值 ,而 且 刘 顾及 过 
去 苞 ,j 史 状况 , 按照 我 们 的 分 型 法 刚 ,这 奖 动 力 系 统 正好 是 一 大 类 
RFDE. 对 AFDE ,在 应 用 中 通常 与 某 种 经 济 计划 的 数学 模型 
-有关 ,物理 学 中 也 有 确 萝 的 应 用 .如 $1 和 便 11. 由 于 应 用 的 背景 差 
DRA ,对 "超前 的 含义 解释 并 不 … 样 ,已 知 有 四 种 不 同 的 初 值 间 
EEE ,其 中 一 种 表达 了 这 样 的 含义 : 当 未 来 某 … 时 则 区 间 里 的 计 
划 值 妃 经 确定 , 问 在 此 之 前 (从 现在 的 瞬间 到 这 区间 的 左 端 眠 ), 状 
态 浆 婧 何 取 值 才 符合 动力 系统 的 澳 律 ? 而 NFDE EIER E 
用 背景 ,进入 79 年 找 ,在 生物 学 ,特别 是 网 服 动力 学 以 及 控 普 理 
DATE E LIES E E212 ES SIE E! 
NFDE, 3j 一 些 负 由 系统 的 动力 学 特征 走 接 导 市 NFDE. EREM 
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实际 含义 完全 不 同 于 RR 型 和 AA 型 方程 . 
2. 分 型 的 数学 特征 


我 们 用 最 简单 的 一 失 自 治 线 性 方程 为 例 , 给 出 分 型 特点 的 说 
明 ,对 于 普 饥 的 情形 ,后 文中 将 逐次 予以 曾 述 . 
E a.b.c.r0 REFER BOPE RAN, CHRE 


rG =axrlt) Hibrit r) (3. 1) 
r =ar lt) Hbr ltr) (3. 2) 
rOD-drerG-—i:-—arG)b-5rü-—r) (3. 32 
rQ)-—ax(GG—rT)M- brr) (3. 4) 
DRE 277 ERG CEA BEG. D~ G. OREM AHR RA 
这 些 方程 分 别 得 
bh, (0,5. A— 4 — be — 0 (3. 1! 
hA) 6 ÀA—a— be" —0 (3. 2)' 
hD S A -cAe " —a—be *" —0 (3, 3)' 
hA a À—ae " — be" —0 (3. 4)' 


(3. 1)' —- G. AD 也 称 为 特征 方程 . 与 常 微分 方程 不 同 , 它 们 是 超越 
的 而 不 是 代数 的 . 

由 复 变 函数 论 的 已 知 结 果 我 们 有 ， 

hi CA) ~k( 几 在 复 平面 上 存在 可 列 个 零点 ,而 且 诸 零点 是 现 
xd. 

我 们 的 目的 是 指出 R.N.A.C 型 方程 (3. D~. 4) 对 应 的 村 
征 方程 (3. 10 一 (3. 4) 根 的 分 布 完 全 不 同 , 而 且 能 准确 她 表达 了 
四 类 方程 的 数学 特征 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 需要 一 个 关于 零点 分 
布 的 定理 : 设 诸 疡 (4 的 可 列 个 过 点 的 全 体 记 为 你 } (由 于 下 面 这 
四 个 特征 方程 根 的 分 布 的 讨论 是 分 别 进行 的 .用 同一 记 导 不 会 汤 
Ho. 

特征 根 分 布 定理 写成 


定理 3.1 A G4. OO IE Ap n ARE: 

CORE A,02,3 B€ R fiit Rei B. j— 1.23 EE HE STRE 
R o ReAs BG, B,€ RO P EUR TES 

(DAT A (A), c€ R, lii Rei >a, j—1,2.*3f HIE £— X 
域 auc ReA B.C, B, € FOTB FUBCB IR T€ i 

(IIT A, CO, 3 e, B fli a-Re24,—8,j—1,2, 7 JER YE ALIA 
CBGA,B€ R)m E CBIBATE m. 

GO A,UO ,其 可 列 个 零点 分 布 在 全 平面 二 ,或 者 说 ,存在 子 
FEJUyLO';) , CA", iE. Rek ;,— — oo, ReA",—00, 34. jco, dH TE HE — A 
JE di o, ReA« B. Ga, ,应 ER) 中 只 有 有 限 个 零点 . 


证 MEKI 
把 (3. D 写成 4 一 a 二 he, 两 边 取 模 得 
la—al= lb eT" (3.5) 


者 ReA,7*oo-» (3. DEH | AÀ—a | o 3h |o ]e "0 FEE 
B TETE. 者 ou ReA& h, lAl 900. BU] (3. 502530 | ÀA— a i0 90 f 3 
小 于 某 个 常数 全 了 矛盾 , 所 以 满足 asc ReAsLB,B AME SE ASLA 
SBCA, BE R). 在 矩形 域 o RAL ASIAS 上 ;由 零点 的 
TLor TE TRCSYE HOACRUBIRUTE h OWE. DEH, 

把 (3. 2) 8S ll, A— a — be^" ,两边 取 模 得 


|A—a]|- |j e?" (3. 6) 
完全 类 似 的 推导 可 证 (2) 成 立 . 
现在 证 (<3) ,把 (3.3)》' 改 写 并 两 边 取 模 得 
pU 1-0 一 2 cO (3. 79 


A aod aeo 是 (3. 3») 的 一 个 零点 也 不 影响 我 们 的 结 
ie. :; ReA— Foo, (3. 7) JE Xd 0 T oo H3 Ici 9 3B. Er Rea 
— oo. M] (. 7) 223890 Er ilo [e| e 0 也 矛盾 . 故 a 在 在 . 由 六 
SMEG E ASCLASEB th EUÉCBIER TER ABER, 
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最 后 , 对 53.4) dd A—ae “的 零点 序列 为 [40}), 则 Rel 一 
一 oorj 一 00.4 二 be* 的 零点 序列 为 {0 ; 则 Rea? O00. joo. FE 
ja G. AY Bi 3E 8 m 3 LAU) 对 ¥ 600.3 Ne) 充分 大, 使 当 IN 
时 (3. 4) AFP A JC (UH BERE LA; — AU Ee ELE 8 — T PI 
A CC ULT HERE LA/ — AZ? | e. E LEE BER S8 XI UT UA IE 
总 大 ,或 者 说 (3. 47 的 零点 是 分 布 在 全 平面 上 的 ,定理 证 毕 ， 

定理 3.1 的 结论 对 线性 自治 方程 组 也 成 立 . 

现在 可 以 追 淹 “中立 型 ”一 词 的 历史 由 来 : 因为 这 类 方程 的 
特征 根 既 不 象 滞 后 型 方程 那样 散布 在 某 直 线 的 左 半 平面 上 上 ， 草 不 
象 超 前 型 方程 那样 散布 在 某 直 线 的 右 半 平面 上 ， 而 是 “不 偷 不 生 ” 
分 布 在 两 平行 直线 之 间 , 作 为 最 初 的 认识 叫做 “中 立 的 ”显得 很 自 
5h. 


3. 一 个 注 记 


从 上 述 的 数学 特征 出 发 分 析 下 列 方 程 的 类 型 , 设 abed 18 

为 韭 零 常数 ,r 二 const. 70 

r(GD ceorG-—rn-crarG)dbrü—ri-d0TdrG-4r)—0(63.8) 
相应 地 特征 方程 为 

A 二 rahe “十 a 十 be “十 de* 二 0 (3.9) 
设 (3,9) 零 点 全 体 为 {141}. 方程 4= 一 4e* 的 零点 全 体 记 为 (47 h 
XIV e0, NCOZ-0,24 j- N GOB] EE TE Gi ES EFE FL LAT Hi a 
Àr < 换言之 ,不 存在 有 8 使 Rel<c8, 对 Y j 成立 . DB a. 
brcrd( 非 等 ;如 何 取 值 ,(3.8) 的 零 解 总 是 不 稳定 的 , 它 是 一 类 混合 
型 方程 ,不 具备 中 立 型 方程 的 数学 特征 ,不 能 视 为 中 立 型 方程 . 
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$4 洗 冰 微分 方程 类 


1. 两 种 FDE 


在 81~ $3 中 我 们 提 到 了 凶 种 形式 的 汉 函 微分 方程 ,这 里 给 
出 归纳 分 类 的 目 音 是 ;说明 现在 泛 画 微分 方程 理论 的 应 用 范围 和 
进一步 研究 的 前 景 , 基于 这 个 日 的 可 先 把 汉 肖 微分 方程 约略 地 划 
2 2g EE DA 3 

第 I 3S LUE PR GAAR 8 DERE RR. 简称 为 RN. 
A. 38.35 5 2B AE PH ES PC ZEE OUI E. HL HET 2877 E. 

PIR ARRGUS EMRA ZR 2E ECCE BR DEA] 27 
RUNEIHAGX —2& is m iir" 3E R.N. A. FE” E TUA EUG 5 AA 
可 归纳 如 下 : 

这 类 方程 都 还 没有 建立 起 基本 理论 ,其 至 大 多 数 方程 的 初 
值 向 题 提 法 也 尚未 确立 . 

包 这 类 方程 都 有 越 来 越 广泛 的 应 用 背景 ， 这 是 推动 未 来 FDE 
研究 的 动力 . 

辆 当前 对 这 类 方程 的 研究 的 状况 是 :根据 应 用 领域 的 需要 直 
接 探 讨 方程 解 的 种 种 性 质 , 例 如 解 的 振动 性 , 渐 近 性 .单调 性 . 边 信 
问题 . 某 种 特 解 的 存在 性 等 等 ， 

鉴于 这 类 方程 较为 复杂 ,研究 难度 大 而 且 剧 刚 开 始 , 己 知 工作 
需要 细致 归纳 介绍 ,本 书 将 在 最 后 一 章 中 阐述 它 的 发 展现 状 和 和 研 
究 前 景 . 


2. FDE 的 基本 形式 


在 $2 分 型 法 则 之 下 ,我 们 把 FDE 进行 分 解 以 归纳 出 几 燃 基 
本 形式 ,它们 是 构成 各 类 熟知 FDE 的 相对 简单 的 算 子 . RT TR 
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A rx EB T MN S Ed (OREL ECRIRE AT RIP SC EORR 
我 们 过 到 的 所 有 FDE. 

许多 研究 工作 可 以 从 各 种 基本 形式 出 发 去 逐步 探索 .反之 也 
可 以 从 这 些 基本 形式 出 发 加 深 理解 后 文中 进一步 概括 抽象 的 方法 
和 途径 . 

jb R= [0, +), R5 —(0, 4-00), R —(—20,0], R = 
《一 00.0) Ri = [tr 09) R (700,5 ] EER OR 
>R ERG ICR ,它们 的 秆 域 分 别 记 为 

A= iri Ri, T={otf):tER} (4. 1) 

设 方程 是 n 阶 的 , 令 rP =r O G=, 2n), 可 把 

ERARE. IA TEARE xE R". 基本 形式 如 下 ， 


R; ASR, 
(DUGE) ,zr As ACR_ (4. 2) 
C; AD RT XGÀ.AD] REL Eg 
QU G x) Gc) a HOD NLACR, (4. 3) 
l R PER, 
Gy veereda A PCR. (4. 4) 
C; PRU. R Xd 
co vases ra o rr) NL ER, (4. 5) 
- de 
c» [vae etr dr R, (4. 6) 
ws dri 
Of var zen aEN, (4.7) 
(IW Gerrari, rC) FONDER. (4. R) 


(DW arira raar DD rr rG.rGO» 
def 


=N, (4. 9) 
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由 基本 形式 构成 FDE 的 例子 ; 
例 1 选取 基本 形式 组 成 方程 
iQ sina 0 | aGyx GA 0)d8 (4. 10) 
, Btu—sin'tz(t—:)—R; VAR væar G3) 
Ri l'aayca-ods- | a(D x -0)48 
Hme:;-—80.H o—r.riO— Ri. R; BN. 10). 
A: 选取 基本 形式 组 成 方程 
xo -2:0—0- [etx za dot ( --B)a (t 4-8)d6 
(4. 11) 
今 了 -一 —8,H a=r, Ht 
U-—2:(0—7)—N; 
v=g ít, rt) au) R= [aat Ar —0))40 
v—(t—5s)zxG-— s), Mij 
R =| -ozc-od=| G 4-8) x (4-046 
ü 一 Uu 
FE Or) NLTRIcR.BDG.11). 
例 3 SZX]95DETJLTIRBGJ X 
tTO =R; 是 单 河 量 RDDE. 
rO =N: 是 单 滞 量 NDDE. 
rO = fR R e RD A E i E RDDE | (m>1). 
TÐ =R rO =N AA RA E Et RFDE 与 NFDE. 
rit) = fü» p. Rro Rt pnu RD JEE Rx KFDE. 
fi 5356 FDE 用 Stiltjes 积分 而 不 是 用 基本 形式 表示 . 设 
a)2zz0 连续 ,FDE Ej ny, 


- mit) 
zo-o)| W Gr rt —DO4RGO (4. 12) 
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Heb OW 可 以 是 线性 或 非 线 性 的 . HEX RG, OE XE RXI, E, 
L= [0., € (O];RGOO,.RGoQ)E: BIBLE CR. E 


VO) = Y Ru ,rz) 局 部 有 界 . 此 外 , 恒 设 Ra ,rT) 对 任意 的 :在 下 述 意 
多 下 关于 了 上 是 平均 连续 的 


minlefr rryy] 


lim IRG' , cz) — Rit, r) |dr—0 (4.132 


tn 


在 上 述 假 定 下 可 以 推出 RG ode 75 RD IU BS. 
3. FDE 的 严格 定义 


设 C([ —7,0], ROE —7,0] ExE SETS Ek eR e REL fBE ip 2 
CE X T 3 A 
ecc, [pl = sup [e] (4. 14) 
(t JERC DL —Soi SO Te iod REPERI ouo RLAZEO 是 指定 
的 常数 或 为 +ee XEV reos FA ]it" * GS IG €CQo 
—r.o-FA],RO BE zr O)—zGMcM,OS9c[-—r0] CERC 
EHE sf: QIR 是 给 定 的 算 子 , Kj 
T= fü.) (4. 15) 
gx Q EHE B ECT EE RFDE,O T URTHCL. 15) 
Pic 4 RFDE(CÓD. 
这 样 定义 是 各 类 有 界 洁 量 的 滞后 型 泛 函 微分 方程 的 高 度 概 
括 ,以 下 诸 例 表明 ,只 要 适当 选择 算 子 apla 15) 便 可 代表 种 
Rn fe SE. 
Wi — Hg fr.) —ag(D er) (GL 15) 化 为 
r(-—ar)-róx(t—r) r0 
ER ap =a pper), (4. 15) 化 为 
X= THEN Ar r0 
取 fG9——Ce— D[1-—9€0 ]Obtt £»—12,Ul C4. 155045 Xj 
xGG)-———CrG-—D[1-4txG] 
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iboxG const. f(t,9) 取 为 f 一 2 a(DgC 70), plij 
(4. 1504 H3 2E E 


X(t) = 25a, (GO rG-rG)) 
i=] 
设 r 之 0; 取 f(t, 入 -f A G ,8) gx 8)d8 , WEE 


r= l AG ,8)xG--0)40 


mt fap=| KREO Buca. 150 45 Àj 


x  a4-DdRG.0) 


凡 此 等 等 . 算 子 了 中 元 YEC，9 (的 即 x0 0€ [—7,0], 
KO) 二 z(t 十 中 = 二 T0009( 一 rf) 二 z(t 一 r) ,对 更 复杂 的 方程 ,了 oup 
为 若干 算 子 的 复合 ， 

现在 设 r== 吕 ;此 时 记 Ct 一 ,0], 放 ) 二 B8, 方 程 仍 有 形式 

XT= tr zrcrGT.8€R. (4.16) 

(4. 16) 是 具 元 穷 时 浪 的 FDE, 此 时 B pi ARER G E HOS 
制 , 不 能 取 为 (4. 14) 形 式 , 这 一 点 以 后 再 系统 论述 . 

肉 上 都 是 滞后 型 方程 ,对 中 立 型 渗 函 微分 方程 , 仍 记 工 二 z 工 ( 


十 9),gE[ 一 r,0], 0€ CCo, 0D xm ret WT f:RXC 
XC-R"' , lil 
rQG)-—fGG,.ran) (4. 17) 
是 一 个 NEDE. 
例 5 ARF G. p g)— frg DX —r). X —r). Wl 2r RR 
(4. 170389 
rQ)-—fG.rGG).rG—r)) tr) 
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车 选取 /=| [4 angir) -HEG npr) dr, MA 


zo LAG, Dar) Bü cx rar 
另 一 种 形式 的 NFDE(1970 年 由 Hale 与 Cruz € HD Ff às 
无 导数 的 中 立 型 方程 , 即 由 名 守 R Bs pcm f£ aoá.g f n 
的 方程 
T DG n) m ft) (4.18) 
以 后 我 们 要 对 DG piki ARBRE. 
05 6 H DG, -—agCD-H-egC — r) p= p00), 
g—r2 , 则 (C4. 18) 化 为 
S ari TéóxrG-—r)-fGG. rQG .crü-—r) 
我 们 注意 到 并 不 是 所 有 的 (4. 17) 都 可 以 写成 (4. 18) 形 式 . 


$5 基本 初 值 问 是 


1. 初始 集 与 灌 效 集 


首先 要 解决 两 个 问题 ; OERE FDE 的 一 个 解 究竟 需要 雪 
FRR? 2) 要 确定 时 禄 的 “直接 作用 范围 ”有 多 大 ? 为 此 引入 
两 个 基本 集合 ;初始 集 E AA F, t 为 初始 时 刻 . 设 +ER", 考 
察 两 类 最 基本 的 方程 

T= fr tr) )) rir) zo (5. 1) 


r= [yo orto ana eode 22:0 (5. 2) 
我 们 的 定义 和 说 明 都 是 对 45, 1 的 rt 给 出 的 ,村 (3. D RRE 
关中 的 TOPLA oin EDE. 
定 必 5.1 系统 (5. DEIRE E. 5 mois F, 分 别 为 
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E, = {tr (tjt rO K t U i} (5.3) 
F, — tit rO SS tta] (3.4) 
设 r l=, 2em ,对 多 河 量 系统 的 相应 定义 为 
rG)—fG.rG)..G—nü).-.oG—cUuG)) (5. 5) 
E= ÜE, FQ, (5. 6) 
E,—it—uDit—nGng4mu)bUu 
Fi = intor tt) 
我 们 注意 到 E 5 .的 定义 仅 与 rQ) 和 ott) 有 关 , 而 与 方程 
的 结构 无 甘 . 
例 1 由 定义 5.1, 有 
WOSK (RNDR E S FEREG. DAG ORR: 
(DAE r(O =FR NORR E, FOMERCUR P, 为 


E, Sioa al EET U 1e! (5. T) 
F = 人 一 JS (5. 8) 


FEX EA R=] aG)rG—nDdrefe[UM IM R 


| Es ryt Yes 
177 Tl] 


PARETA z. 给 定 后 ,容易 得 出 (5.7) 与 (5. £0. 
(GG TEE Y G)—F GR. NO YE, =R= -—R. 
例 2 下 列 两 方程 
SECRI e R R RE) (5.9) 
4G FONS oS NIN ce N'e) (5. 100 
HEPR n0, G0 JER GS], 2 dim dom2)n.dtül 
dn 8 N Er E Er EN 
E, =(UE V UÜ È iD 
E, Tr) tt iet 
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Ei = (to, E) uo GO tta} U {to} 
F,— (ie) na (5. 12) 
Fi = {tit r S tE) 
P; = {rta O S) 
对 方程 (5. D ,我 们 有 以 下 几 个 结果 : 
定理 5.1 若 r(1) 连 绪 有 界 , 则 有 
(1) 存 在 常数 BE RL ,对 Y £0 € RF, C [tt 8] Hg. 
COE, 为 一 有 界 闭 区 间 ,E, = [65786] ;其 中 


to r= inf it— c) 
1 


(DY t € &,3 r—const. 2720, (d$ 0r mr. 

证 XIOD SE supr) —1:— Pct — r0 ,由 定义 ,Rs 中 的 + 
值 成 立 E eG mer Ft Bl ess BF SL ts te]. 

ef 
对 (2)， 记 有 (一 :一 zCD supg C) 5 € E, inf g( a7 
IE " Tw ta 
—rs»E, 所 [一 mm sto. 反之 T LoF, = fg inf gr) 一 inf g 人 ' 
~ "c ^n rt Ta 
E I—F AØ W ELF B TÉ inf gG)= inlg CO ifl eO E 
E ^ fh j 

了 上 连续 二 £c Et —ri t]. 至 少 存在 一 个 HI c "m [di t£ = gp 
E Tr st EE, SE, = [ 5; C FÉ J- 

RE RIA rim supr) supr) = r, B GORGE. 

定理 5.2 Ero 连续, 无 界 且 存 在 常数 M0 MET rO 
+M. 则 有 

(1) 对 任意 给 定 的 n. E, RC NS. 

(223 t oo 以 为 初始 时 刻 的 初始 集 En 成立 supE; — 


in{Er— oo H goo, 
证 h cO EMO r MSE, Cf 一 1st] 之 (1} 成 
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3r. 

对 (2) ,由 xD 无 界 全 可 选取 序列 局 ) 0014 aco B. GOD 
—o. 设 整 数列 {KK,}) 当 mco 时 ,天 ,一 co. ARETA ODIE raD 
EK, IY n EAn SS K, EX supEz—t5. H infE; 


of 


=A =t er inf {fT 
pe e 


co ， 当 n-—-oo, 

定理 5.3 若 不 存在 常数 Moo roM [URL Wu 
infE, — —oo,£ € R. 

证 由 所 设 3 人 当天 证 co 人 一 使 c(t, HM, m=, 
2 其 中 M, >o, nx. 

MV € REDE RAER GU A 2 EMS 
一， 由 此 有 

in E, — mE {DONS inf it,— 275,3) — — M, 

对 一 切 5 成 立 =>infE, 一 — on | 
定理 5.4 r(00220 连续 ,对 给 定 的 ,Ff SR BOTERE 
supit—r(0 i M=cons:. Iz M (5.135 

证 FEARS rMh INY E RI LSF, = 
Ra AZAR EH t E F SRo SUE EUR sup ftor) =M, 
Enfa. | 

定理 5.5 d 000220 连续 ,Jj n EF, RISUS 6 off 
sup£, —inf E;—2- Q5 nx. 

证 由 定理 5. GF,—RIO5supu— r0: - MSh M 
re). 车 3 MIO fili rat M L Wü] sg HE 5. 2 本 定理 结论 成 立 , 若 
不 存在 MIO dB cCGO 1 H-M Ll SE E 5.3=> 定 理 结论 仍 成 立 . 

M. EE EHEOECURURI rE EE 的 构造 可 能 是 有 限 闭 区 间 
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[六 一 > 也 可 能 是 RC ,事实 上 , 它 还 可 能 是 一 个 不 连通 集 , 例如 
例 3 对 3mperoirpu 方程 

r= r talte) (5.14) 

rD =f 一 te h= l, E, (Que 1 1U GT. JC STER WEB F, ER T RITE 

是 有 限 区 间 [z,p 十 门 及 和 以 外 还 可 能 是 一 个 不 连通 集 . 例如 取 

t,—67*67* WE E, — Ot]. 我 们 注意 到 函数 fe, 当 t==1 时 取 极 


| 

L| 

I 
FT- 
+ 

i 

1 

| 


X e. 由 于 EZ, Dg: T lu [t; ,十 eco) 中 te" «t, ,Bp FQ 
Lost JU (5. +), 注意 到 te ‘在 [0,1] 上 是 严格 单调 的 . 不 难 推 
P nme h hal 存在 . 


2. 基本 初 值 问题 与 两 种 解 映射 


先 考虑 一 类 典型 的 R 型 方程. 设 T€ Rd D=trrER,|r] 
«di, HB d 是 常数 或 十 oo rG0ZO0. FAR DXD—R.t, 为 初始 
时 刻 , 则 RDDE C 85 38 2:39] fir T8 BEES jt 

TD =f lra) rt —rl))) 

人 t€ E, 
4p35.2. 《5.15) 的 一 个 解 x+C) 是 定义 在 EE UR 上 的 函数 ， 
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(5. 15) 


EE 马上 等 于 给 定 的 初始 函数 yO ,在 i 之 to 时 满足 方程 .在 解 的 
表达 式 中 若 强调 初始 数据 , 记 为 n0 XXL GS 0 (D. 

注 (5.15) 中 :可 以 不 是 定义 在 中 ,而 是 在 ICR 上 . 

由 定义 看 出 ,决定 RDDE( 六 的 一 个 解 ,须要 而 且 只 须要 在 五 
LPEE eO ,而 且 通 常 假 定 几 连续 ,例如 * 一 const， 则 问题 
(5.15) 在 RXR 中 的 几何 解释 如 图 1.2 所 示 . 必须 强调 指出 , 解 x 
( 门 是 定 交 在 [一 zc 上 而 不 仅仅 是 在 -0,coy 上 . 


还 可 把 (5. 15) 写 成 (4. 15) 形 式 (r 一 z) 
r= F,r) 

M (5. 16) 
其 中 ov 是 初始 时 刻 ,p 为 初始 请 数 . 

现在 对 普遍 的 (4. 15) 给 出 解 的 定义 ， 

定 兴 5.3 车 3 cER, 4064 HUR), iE recla r,ea 
+A RO, HH z€ [aset Aft x0€ QCRXC.x WR. 
15). Kj re Dj E C4. 1503E[a —r.0— AD E389 — IR. E r La 
Srat AX EHI — T 5E H r= p, MPKA r op s R OR 
一 个 解 . 

《5. 16) 中 xER, 即 n 二 1. 定 义 5.2 与 定 儿 5.3 在 一 些 假 定 下 
完全 一 致 .例如 设 r(t) 连 续 有 界 , 由 定理 1 存在 r 守 0, 对 YY i, ER， 
EE 之 [to 一 r:to]; 用 这 个 + 来 建立 空间 局, 在 E, 上 给 外 区 换 为 在 区 间 
[4 一 + ,toj 上 给 定 ee XE E, ERIERAIAE T yao ft E, —[n—r.t1— 
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E, 上 随便 定义 ,通常 保持 g 的 连续 性 即 可 , AATE E LE of x 
ERE xQ) 不 起 作用 .所 以 水 与 9 决定 (5.15) 与 (5.16) 同 一 个 解 . 
现在 给 出 解 映射 的 两 种 解释 和 几何 意义， 

(4.15) C5. 160 rH 二 一 zt 十 9 如 图 1.2 所 示 , 对 任意 的 
,截取 一 段 长 度 为 > 的 区 间 了 = 
[t—r.t)]xGMfg EL EH BR H B 
MÀ re A tmo ERA n9 所 以 
fg Mh EXE RXR. 180 ll] BY 35 
RRXR) 中 的 几何 意义 如 图 1.2 所 
东 . 此 外 ,还 可 在 RRXR 中 得 到 男 
一 种 解释 , 如 图 1. 3 所 示 , 此 时 o 
在 慷 中 只 是 一 个 点 , 当 ro 变动 LEM 
Bb G.rOXERXC 中 画 出 积分 曲 
线 卫 初始 点 为 Ca. 只. 

现在 进一步 前述 各 类 方程 的 基本 初 值 何 题 提 法 ,所 有 人 则 题 都 
要 求 正 向 (tt 衬 局 ?求解 ， 

《1 对 多 个 潍 量 方程 ,基本 初 值 问题 为 
[z—fGorG G erT) 
i-e E, 

其 中 rER",E, d 6E. 
《2 对 分 布 请 量 方 程 的 基本 祈 值 何 题 


2=|[ "gr TET) dr 


(5. 17) 


(5. 182 
(coe (O € E, 
KB E, mn G. DAE. 
(3 对 中 立 型 启程 分 别 有 
T= f Gor) tr rt ry) 
AE (5.19) 
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其 中 zxE€ R",E, 由 (5.3) 决 定 ， 
TDS f(t r.a) 
{i 
其 中 a 为 初始 时 刻 .005.900.0€ [—r,0jf83E. 


| 


(5. 20) 


(5. 2152 
te= pr ER 

«0,68€ [ —7,0 y & E ST 0 in e 

《4) 超 前 型 方程 的 一 类 初 值 问题 
并 人) 一 (zt 一 zt 人 一 ztt))) 
| E, 
t, AIRE EAE LE, Hi GS. DRE. 事实 上 ,A 型 方程 沿 正 向 求解 是 
WAE. 


(5.22) 


$6 分 步 法 


1. 单 沾 量 的 情形 


根据 基本 初 值 问题 的 提 法 ,我 们 给 出 一 种 在 有 限 区 间 内 求解 
FDE 的 方法 一 一 分 步 法 . 它 类 似 王 善 分 方程 的 分 步 法 ,但 赴 要 积 
分 - 即 
“在 基本 初 值 问题 的 提 法 中 ,把 E, 上 的 已 知 贡 数 代入 方程 , 则 
当 1E FF 时 方程 化 为 一 个 ODE (超前 性 方 程 的 才 值 问题 除外 ) , 求 
解 这 个 ODE 便 得 到 此 FDE 在 F, 上 的 解 .” 
例 1 在 L0,2] 上 求解 Cauckhy 问题 
[ri =r 1) 
act o t€[—1,0] (20) 
由 F.-[6,1]1. dE Eco. D db xGO - —G— D-4E F ERR 
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(6. 1) 


X nGQ-—LG-0C. 由 g(0) 00,1. BF. p =l 
Ya iest 25, F 9 [12] E C0. 1] 3X RE b e CU E 7 28 83 
Fr a fa] iii vo. 1) 化 为 ii) -E-le-1-0 11-4 


G—2)— 5d F, 上 的 解 zG-iG-D'- HC h az, Cl) 


si-n =-=, 故 F. 上 的 解 为 


Gd. a-29— 3 


一 般 地 说 ,在 La,ee) 要 用 分 步 法 求 得 解 是 不 可 能 药 , 但 若干 
特别 情形 是 可 以 得 到 解 的 解析 式 的 ,我 们 指出 两 种 类 列 ， 
第 1 类 ;可 以 归纳 反复 选 代 积分 规律 的 方程 . 
例 2 px de m) 
M 
z(t)=1, :€[0.1] 
用 分 步 法 求 得 解 为 


(6. 2) 


N 
z= €—À EIN NHI], N=0,17 (6.3) 
例 3 设 acyr>0 缘 为 常数 ,对 Cauchy 问题 


x()—ar(üt—r) 
人 tE [forta] (6. 4) 
用 分 步 法 求 得 解 
Ermi 
rD =C 之 / a" Socr ey (6. 5) 
其 中 [，j 表 示 取 整数 部 分 . 


第 I 类 ;FF = Ri 的 情形 . 
例 4 类 似 于 Seroren FH Cauchy 阿 题 
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人 )) (6. 6) 


r=, f€ EÉ,.t-—l1 
此 时 Fi — [1,200 EI ERR ACUTE C6. 6046 
IO fg Qe T ,rx(1)=1 (6.7) 
其 中 (二 1 一 x01)==1, 解 ODE 9/4 IE C5. 7), 即 得 56. 60 3E 
R, 上 的 一 个 解 . 
例 5 上 分 布 少量 的 Cauchy 问题 .同样 可 以 用 分 步 法 ,如 


1ü 
一 | eaeranzacode 


[eeERR ,t=0 
此 时 E, —R.,F, —R..C.8)fFX ODE 的 初 值 问题 ; 
zxGG)-—gG.rGDe 000-1 (6.9) 
我 们 看 到 ,对 第 § 种 情形 ,在 应 用 分 步 法 求解 时 ,中 需 一 步 即 
可 完成 . 对 中 立 型 方程 同样 可 用 分 步 法 求解 . 
例 6 求 11,3] 中 NDDE Cauchy 问题 的 解 
rUü)-2aGG—1)-d2r(—1) 
EMEN 
n= E =L] F Sil] E F, EFRY ra=]. 
— RENS aO =t A 2 AWRA, E= [1.2] FT23]. E F 
EE O= rO =n nE as 
z BON OEL 223] E89 861. 
XEES Bi 701 77 Ey] AE un fni (o. 223 使 用 分 步 法 求解 的 例 工 
如 下 : 
f? 在 i0,2] 上 求解 太 DDE 的 Cauchy 问题 
te 


(6. 103 


(6. 11) 
T= r0) —4t( 1€ [—1,0].5 70 
Hin—0.E[-—1.0].F,— [0.1]. ££ F. E 1B^PB 3 GR. cGO YE F, 
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ERR n GO 2S 
(一 2 a= +t X4G—1)=20— D,E [0.1] 
(6.12) 


其 中 r0 —z02)—0,B0.12»2,G -—20:—1). 
i ] AXiN;s&gP AI .E,— 10.1) A =i] iE F: EsE-] 


2,072G9-2G—D04l x20 


-20G—DG—2) G— 3) 


其 中 -as 人 (是 工人 在 天 EBHNEBS.xOIIG—0Zz2-—-—1. 

由 此 看 到 正 阿 求解 和 型 方程 是 微分 延 拓 , 解 存 在 的 条 件 是 吞 
刻 的 , 例 7 表明 连续 解 只 存在 于 [0,1j] 之 上 ,在 :=1 处 解 已 不 连续 
了 . 


2. 多 消 量 方程 的 分 步 法 


Qs 考虑 多 洁 量 方程 的 Cauchy [a] Bi 
fzo saso tiedo +erlt— 8r) 


rG)-—9üG)g€|-—305,0]. n-0 (6. 13) 


iz] 1.4 


KrBa.b.c.r0 88 Ex .SmEIasBNcxES IEEE e 在 [一 rf， 
0j [一 2r, 一 zj 和 [一 az: 一 2r 上 的 限制 分 别 记 为 popp rE 
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EG 一 DrvirjG 二 1,2,-…} 上 的 限制 记 为 x GO. 

由 定义 ,6 一 0 Rf, E= [— 360]. BEPL BV E E。 上 给 定 初始 
BE p FoS lOr] E FQ LEA zn OO. EMRE ODE 的 Cauchy 
HA 

aV) —azrG)Té6güt—:)) -Mop-3r) 

Tto pen. £€ [0.7] 
Ff 9, Fo。 上 (6.13) 的 解 仅 由 pop WE Map 无 关 . 求解 (6. 140 
得 zt € [0,7], EA c D THREE] 90] E. — | — 2c. 7 ] HEBT e 
pon OAR HRAN, F =L, 2r], Æ F. CEH nO EYE 

a —azQG) T ba, G-—r)4- c9, (t— 37) 

ceto. t€ T r.2c] 
积分 得 (6. 132dE F, E RE 0 (CO EAA psr HES pop 无 
交接 关系 . 

当 加 一 2r hf, En-—[—r7.2r].F.-—[2r.3z]. 同 理 可 得 x40, 
ERHET p r: 而 不 直接 依赖 于 多 io x. 如 此 继续 下 去 ， 
zGO) i 之 4 时 都 不 直接 依赖 于 popon T- 

注 1 在 例 8 中 为 了 明确 说 明 初始 函数 各 个 部 分 解 的 每 一 段 
的 直接 影响 ,把 初始 哆 数 的 限制 记 为 名 ,B; 另 ; 事 实 上 ,在 方程 中 可 
直接 用 ?代入 ,只 要 在 求 积 计算 过 程 中 留心 它 的 定义 区 间 就 行 了 ， 

注 2 在 例 8 的 求解 过 程 中 ,第 一 步 不 可 能 超过 F= o.r], 
因为 解 在 Lr,2r] 上 还 依 束 于 未 知 的 mi 人 ,这 说 明 我 们 为 什么 定义 
A WE EM AR F Od c 所 决定 的 洁 效 集 F 的 交集 . 一 一 
一作. 换言之 , 洪 效 集 是 用 分 步 法 求解 时 第 一 步 能 够 决定 解 
的 范围 . 

例 9 在 L9,4j 上 求解 初 值 问 题 

j|: 70-2) 0270-3) 
(TG ot, tC [—3.,0], ta=0 
E,—[—3.0], F,—[0,2].dk F. Enin Sau 3). 90) 
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(6.14) 


(6. 15) 


(6. 16) 


一 mn(0) 一 0 一 人) 一 二 2 一 8 在 已 一 [2.4] 上 ,得 到 za 满足 
上 (1—3)—4—3) 
2) rU 188 61£—72,t€ [2,4] 


分 步 法 不 仅 提 供 在 有 限时 间 内 求解 析 解 的 可 能 性 ,而 且 对 茶 
些 命 题 的 证 明和 概念 的 理解 很 有 帮助 .不仅 如 此 ,分 步 法 对 构造 一 
些 例子 与 反例 提供 了 有 效 的 手段 . 


87 考 干 注 释 


1. FDE 美的 补充 说 明 


FDE 与 偏 微分 方程 不 同 ,但 从 方程 描述 的 物理 现象 和 它们 自 
身 的 数 党 特点 来 看 , 它 可 以 和 偏 微 分 方程 的 各 型 做 一 个 大 致 的 类 
比 : 河 后 型 类 似 抛 物 型 方程 ,中 立 型 相当 于 双 曲 型 方程 , 某 种 混合 
型 方程 ,例如 Lecornu 方程 
工人 = 人 一 1 十 工作 十 二 
J. Hale 猜想 它 是 否 类 似 于 某 类 椭圆 型 方程 ， 
在 请 多 文献 中 ,FDE 还 有 种 种 不 同 的 记 法 ,不 同 的 名 称 . 钢 如 
ii t—r(-—gGOD. WI DDE 写成 
rG)—fGGoaG.uGD) (7. 1? 
TO ICO) ra) GG» (7. 2) 
TP rO SS GO scit. 又 例如 某 些 文献 中 把 DDE 叫做 "病态 方 
En “混合 差分 微分 方程 "等 等 . 提请 读者 注意 . 
对 RFDE ,不 同 它 是 有 限时 滞 还 是 无 限时 滞 系 统 ,R.D. Driv- 
er 都 把 它们 写成 另 一 种 普遍 的 统一 表达 式 
15 


TUF Ts ol) ,te R (7. 3) 
其 中 = 下 以 是 常数 、 一 ce 或 者 是 上 ERE A 一 上 一 ra 一 上 一 
zf) 一 8 所 等 等 . cGoY[ait]—R".F JS EQ B.E ER 
若干 算 子 的 复合 算 子 . RIPERT F 可 以 使 (7. 3) 化 为 已 知 的 
种 种 FDE 形式 . 
例 1 OSER Stilties 积分 ,选取 下 为 
F(t gi Ts glr teris) (7. 4) 


其 中 r —cUDnst, L0.g8, Cr(s)) —(s) | rid R, (tus) EC rC)) 


= (s) | x G)dR, Gs) X RR; 分 别 为 


G t—r&EG«t 1 $-—i—r 
RD 一 | un Ree) = resci 
则 (7.3) 化 为 
r)—fGurG ucG-r»D) (7. 45! 
例 2 ERTE H 
F-«[ xG)d Rs) (7. 5) 


4 ü—s—ti,RG.s)—RGt-EDARG.D IC. 3f 
zo- ol xz G-rO)d,RG 0) Q3» 


B3 对 (7. DPH gogo M 二 ag1 十 bg WET. DEA 
rG)-—ar(D-db5z(ü—r) 
453: EXE REDE., Big X. rorat. Leo R 
可 作 如 下 的 改写 (其 中 记 s). 
T= =r , — rae) 
一 了 十 有 一 rs 十 BGS 
= faeks) rt) 
因而 (7. 3EM E RE SS PEE ES. 
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2. FDE 为 “自治 ?的 含义 
在 RFDECD BE X HE FW bu c Hr 
TF) = f Cr) (7. 6) 
不 能 认为 (7. 60 3E JE B 18 2E A ERE AAA R RAE y EI 
苔 方程 ,也 可 以 代表 满足 条 件 Or GO xLr— const. 的 变 时 滞 方 程 ， 
二 者 都 用 COL 一 +,0];R”》 作 为 初始 数据 空间 . 只 有 把 算 子 具体 列 
出 或 者 指明 时 洁 是 常数 才 是 明确 的 ,这 一 点 极 须 强调 ,以 和 葛 出 错 . 


3. ARSAN MRA 


这 里 我 们 从 另 一 角度 把 FDE 重新 划分 为 帅 大 类 一 一 有 限 与 
JE ER SE E SS SE. 

fr & A 中 我 们 提 到 LE r—const. 250,0xzcC sr. Hor 建立 
了 初始 数据 空间 CC 一 r、 0 J] ROE x —aGr0€Cc. ATI 
RFDEt/) 

了 一 (say (7.7) 
CI. DJ IZh REE T aA TEES FDE. mi A UR HE E. 反之 ， 
EE O TC BB SERIE 3 555. 

5138 7.1. FDE Jg LR MEE Is DEUS T SETR IE IRIS nomcn 
一 V fii f. sup£E:—inf E; vano HR Sup ==. inf E; AE 
可 以 是 一 >- 

SEXE E ,无 限时 满 系统 包含 两 种 基本 类 型 

CNCI r aerO yzrtf JW 《7. 8) 

2Xr(Qn- | ETO rrr) dr (7. 92) 
其 中 "| "是 Riemann 各 外 或 Stieltjes fH 4, 

对 无 限时 滞 系 统 . 如 果 要 建立 .个 统一 的 初始 数据 空间 以 得 
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8[C7. 20 IBS JETER ALSIAXCCOCXT 99,0], ROTE S 
CQ —r.0 ] RORA BB 5s ZGER BERE AR ZEIS] Ae ER 28 A. 

但 是 ,我 们 还 要 进一步 看 出 ,在 $5 中 提 到 要 决定 FDE 的 一 
个 解 只 要 在 己 上 给 定 初始 通 数 就 足够 了 . 而 对 有 限时 当 系 统 来 
说 ,对 YW h ER, E, Cc [t oras). Æ E = [urt] E, ERI pix 
98 xc IC AT POETE FH a LAE > 不 是 唯 一 的 ,只 要 使 Osce sr 
就 行 . filiu r Sara c1 £88 r EET ELSE SE C([— 70,0], RO 
AFEC. 7), 和 而 不 改变 向 题 的 实质 . 自然 地 , 取 r= 一 oo 仍然 不 改 
AE [RT ER 1 SIE RC. Br LA. xc F8 BER RT BAUACAUCR ERE RE E EAR 
时 河 系 统 的 一 种 特殊 情形 ,不 过 把 二 者 明确 如 以 区 分 是 有 充分 理 
由 的 : 即 有 限时 河和 系统 理论 已 日 至 成 熟 , 整 个 理论 系统 简洁 规整 ， 
应 用 背景 广泛 , 而 无 限时 滞 系 统 的 基本 理论 是 1978 年 才 初 步 确 立 
的 ,理论 系统 宛 长 泊 琐 ,还 很 不 完善 . 

E 引 理 ?. 1 表明 对 连续 无 界 的 滞 量 z(f) 和 cf) ,虽然 对 
B] XE RY to E, CC [o r GI) st], 但 随 著 的 变动 >(m) 也 变动 ,对 
一 Hn ERR 的 常数 :不 存在 ,因此 统一 的 初始 数据 空间 仍 愉 能 取 
Ct 一 00,0],R"), 从 这 个 意义 上 说 , 具 无 界 浊 量 的 系统 是 无 限时 
a x. 

例 4 XiBRDDECGÓ 


OSSE, x) (地 DD) (7. 10) 
则 对 给 定 的 to E,— O20 CR 2. BAR OR EHE ERE t 
增 大 而 无 限 增 大 ,是 无 限时 滞 系 统 ， 
4. FDE 的 求解 方法 


求解 析 解 也 是 FDE 的 最 初 愿望 ,但 这 一 想法 迄今 收效 其 微 ， 
除了 分 步 法 以 外 ,基本 状况 如 下 ， 
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中 对 一 些 特定 的 方程 寻求 某 些 观察 解 或 者 特殊 解法 . 
例 5 对 素数 分 布 方程 


Z' (n) 5 —ZG0Z C, )/2n (7. 1D 


有 观察 解 Zoo 1l. 
对 Poisson 方程 
y Go Ey! (ry ry GM yGOy' G2) —1 (7. 12) 
可 以 证 明 它 没有 连续 解 . 而 方程 
r)-—xrGD— altt) (7. 13) 
AFH r0) =t, zO =K =const. 
QU f£ HHRH Laplace 变换 法 求解 (在 第 二 章 中 将 详 
IIS VE B REI] ERO. 
OURE RATEI RE ORARE S BUE BTE. Biot 方程 
rQG)—zG—10 -tGG)—2cxG—1)) 


++) ra) G.10 
& y-axG)-—xG—12,8 C7. 1404629 — 2€ EAE E 
yD iy Ly 
求解 这 个 方程 得 到 y(z), 代 人 差分 方程 y) —rG—10 LR 
Rl Fn AER x). 
ORP EE. 也 仅仅 对 某 些 特 殊 方 程 有 效 , 例如 设 e= const. 


~>0utE R.A 3 *H ,方程 
yG) — ae y(t— a) (7.15) 


EC. 15) 有 形式 级 数 解 y Gr 一 之， Ay OQ) , 诸 yt?) 是 待定 的 ,用 y ， 
YAHA CG. 150 ,比较 系数 以 确定 v CO. 
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5. 靖 量 的 标准 化 


设 rz 一 const. 70,X] 7r f£ 
T= fA) xG-—0) (7.16) 
作 代 换 se— c ui 0. 16) fb B EROS si HERES 107r ELE de 
一 tdsvt 一 r=r(s 一 1), 记 yy(s) 二 x(ts) ,我 们 有 


yGYmrfissyG) ys 1 gC ys) ;ys —1)) 
(7.17) 
H W r=const. 2-0 时 不 妨 研 究 r= 1 的 情形 即 可 . 因为 变换 = 
cs 对 稳定 性 , 渐 近 性 ,周期 解 的 存在 性 , 解 的 振动 性 均 雹 实质 影响 . 
在 一 定 条 件 下 ;即使 河 量 为 1 的 序数 , 仍 可 作 类 似 的 变换 把 它 
化 为 1. 例如 对 方程 
TFET) raS rG (7.18) 
设 rc() 满 足 条 件 
DrD EEE retra 
回 令 1 一 tr(1)s, 可 和 解 得 :二 js) 
p(s 严格 单调 增加 且 = 0es—0 
则 7.8) 在 变换 :一 ct)s 之 下 可 以 把 沾 量 化 为 1, 即 
dre —dx(G) £z G2 MILIA 
ds dt ds | rl 
LESS EG) EGG? | 
cds) 
Hi ac 10, C. 18MME3 


DOG) ol 
yG)— Q$G»-gGu go) Y 9G) y 152 


A f Gy GO. yG—1» (7. 19) 
其 中 ylar). 
] Tz 


例 6 C. 18) P rGO— 25.620. Bl 


Tt 一 
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T(t) 一 T(E itr) 十 2t 十 2) 


1 
{2 十 2) CH 
(一 ye) 一 二 G 一 2 十 V 55-42 
它 完全 满足 条 御 针 回国 , 记 yG)-—2:QGD. C. 1802: 
Cs 二 vs T4? 

1 十 4 十 YH 

yG—10DAfG.yGl. y(G—1)) 

滞 量 化 为 1 的 目的 有 二 ,其 一 十 把 常数 河 量 问题 简化 为 单位 
FREE ISTE. 其 二 是 讨论 系统 以 洁 量 为 参数 的 性 质 时 ,把 问题 化 为 显 
含 参 数 的 系统 加 以 研究 . 


6. RFDE 解 的 平展 性 


以 RDDE 的 Cauchy 问题 为 例 , 设 rE R, 
x) —f,rG),xG—r)) 
cate. t€ [t;— 7.14] 
其 中 yy,f TREBEA K IO AREA tK — Dr 处 
的 天 阶 导 数 有 第 一 类 间 斯 点 ,但 低 于 K 阶 的 导数 在 此 点 都 是 连 
续 的 . 
事实 上 ,在 所 处 通常 一 阶 导数 xD 有 第 -- 类 间断 点 ,因为 
TAH ZN ET) — t€] (7. 21) 
的 积分 要 求 满足 条 件 GO GO BAD. rato) 一 由 (二 一 
0)， 只 有 特别 选取 ecomtbor u Bg. S m ze GEN S EX 
dG,—0) 2 2G, -0) — fG dit) de 0) (7. 22) 
TE XX totr 处, 解 的 一 阶 导 数 是 连续 的 ,因为 xi 由 (7.21) 确 
定 , 而 《7.21) 右 端 在 i 十 + 处 是 连续 的 , 但 二 阶 导 数 一 般 在 totr 
Ab d ST SER ,因为 在 式 


xq) S S 


KOR FI 6- 2n VIEEDG. 


(7. 200 


一 一 一 了 了 人) 十 r(G-—r) (7. 23) 


F 
Arit) àr(f—r) 


BEWE, FA GG DG x GE n Ak) BI Bed floris. 但 z(t 一 
rH rar) TE t tor 处 都 是 连续 的 ,所 以 xGOiES10-2c 处 是 连 
续 的 , 依 此 类 推 , 随 着 时间 的 推移 越 来 越 光 滑 . 这 一 性 质 叫做 解 的 
FEE. 
对 中 立 型 方程 ,例如 NDDE 的 Cauchy 问题 
T= fr Tr) rr)) 
rei re ee 
EF 9 dE EE, 的 端点 处 分 别 为 左右 导数 ,有 妈 
gGGO—$G,—0). 9G,— D$ 774-0) 
因为 要 求 的 是 连续 解 , 故 恒 设 pL 0) c 43-0). BOSE RES vi. 
y RERI 
d, —0) — x 4-00 — S ax GOD s m0) t 0) 
(7. 25) 
Tr CI. 25) tar MAF £F "Pac SR ERAS SIC EA m GO E h 
HKK — 1,2, 4b D ERE SER. RE uo FREIE ID 
GE t, c Ke 处 的 可 微 性 并 不 改变 , 换 句 话说 ,N 型 方程 的 解 没有 
平展 性 . 
FREER 型 方程 特有 的 性 质 . 


(7. 24) 
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第 二 章 


线性 DDE 
线性 DDE 是 FDE 理论 的 基础 和 典范 , 弄 清 楚 它 的 各 种 性 态 
和 处 理 方法 对 以 后 各 章 有 重要 意义 . 本 章 的 重点 是 线性 自治 系统 ， 
$1 线性 算 子 的 基本 性 质 


1. 一 维 的 情形 


对 一 阶 RDDE, a0, bero EXE, RR. SIA 
性 算 子 工 (z) 为 


L(x)-ar(G)4-brGOO--czr(ü—r:2-—0 (1.19 
LG) -— ft) (1.2)? 
与 党 微分 方程 类 似 , 我 们 有 


OË x Gite dO exi Gto 9 GO. DAMT, e PERN 
axi dT x BA. DHR IA 
LG, x,)-—aLGj)) HEL —0,2€ [t,—7.20) 
其 中 arı tpr m ads t s t€ [t r£). 
QE rGu god a. D fg ran D ACG. DRR, M rtr 
为 (1. DRB Lert — LGO T LGO — fite [n i09), 
Wi x4-r-—4404-9.34 2€ [rsa]. 
G5 GE DIIIRERO FL GO LR— RG1,. mE; E 
Lin = fu Go-i.-.um) (1. 32 
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在 初始 条 件 r =p tE [ort Jè FERAHA etoh) M 
Dr ORTE LO = USOE) EE E R 


f 2500 229. (t€ [ta Tst]. 

DE aib.c | 3m T4 Lr.) 4E:E Wi C1. 23] g— d, H n 为 初 
EARHART G. t. JO au CO) TOO XSEEBHUR Bu v rx 
3 LGO-RefG ,LGO —-Im/CGÓHS 8 , 7 (613A E EI 6e E u= pus 
v—d, t€ [t.—r.t,]. 

GU GO. 1),(1.2) 作 变量 的 线性 代 换 或 自 变 量 1 的 代 换 均 使 
L 保持 线性 人 性质 ， 

(E [1,— 7,00) ERE CL. 2 的 解 节 导语 r= pt Elta, 
fo IERIE GO GE Gio. 2 化 为 (1. 1) ,或 者 说 新 
变量 yO REC. DE (Ge tE [r,t] M yo d 
— pe Tt mr,t, |. 

注 一般 地 说 线性 性 与 偏差 变 元 有 基 ,这 里 指 的 基 偏 差 不 依 
束 于 未 知 函 数 及 其 导数 的 情形 . 例如 下 列 方 程 就 不 是 线性 的 : 


rG)-—zrGcGG o) (]. 4) 
rie =r) rit rlr} (1.5) 
2. 算 子 工 的 推广 
对 非 自 治 线 性 系统 ,高 阶 线性 系统 和 方程 组 的 情形 ,由 于 不 致 
混 清 仍 用 算 子 LR CRT 


Di aG)z2E0.rG)20,5C(D0 cO t€ R IS XEER iO. 
LG) 2aQ)rGM-bG)rG He rt r= (1.6) 
LG) —fG) (1.7》 
其 中 Fo RR. 只 要 把 [6 一 ry ] 换 为 上 , 则 上 述 诸 性 质 全 一 思 
保持 成 立 . 
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(dg TER" ,A( ,BO ,C(O 为 nxXn 实 函数 阵 ,det1A(r)| 关 
O,T(DZEO,I€ R.FL RR" ide 
LID SAMO HBr OHC ra= (1. 8) 
Lio) =F (t) (1. 9) 
ft [t5 — zt, ] 829 E USE COL. 80 CI. 9 PER OD DS a. 
OHLARI EHA 


- s—1 m 
LG) =V () 24 A02 0) + ÈB, (Da — 
riz) =Ù (]. 10) 
Lir)-—FD 
EP r FER, TOR, AG, B, OEH n Xn XlkgG-—l..n 
Ti jS h Zem) Lh Tra BAA E, WEED ~ 0 0 7. 
由 对 中 立 型 方程 举例 说 明 如 下 , 记 
LG =r H AxGG— 7000 - Bx GE Cx(—rG» = 


(1.11) 
LGY- FG) (1.12) 
Rob r.FE€ R'TGUE0.A B.C 为 nXn SCIRE EIS E, E 
ABEER 2 性 质 中 一 加 保持 成 立 . 
事实 上 上 对 最 普遍 的 线性 FDE 
i 
Lat DO zr-ndR r=0 (1.13) 
qe 1 
LG)—FG) (1.14) 
以 及 用 线性 算 子 工人 ,他 表示 的 方程 
LG) 94)—LG.z)—0 (1.15) 
LG) f) (1.16) 


wi Bg 3r E RECO (65. 
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$32 特征 方程 及 其 根 链 


1. 特征 根 所 确定 的 解 


与 常 微 分 方程 类 似 , 线 性 自治 系统 的 特征 方程 的 根 可 以 确定 
一 系列 独立 解 , 我 们 以 一 阶 系统 为 例 来 阐明 这 一 点 . 方程 
rG)-—arG)TbrG-—r)]-orG—£0-0TdxGcoO (2. 1) 
Hp abed r>) EER, REDEA 
hC —4—a-—be^" —cÀe " —de"—0 (2. 2) 
我 们 有 如 下 定理 ， 
定理 2.1 FARO DA m ER. ml W re =l, 
m— DRE. DHIR. 
证 用 :re* 化 入 (2.1) 得 
At*e" Rt e" — ate —b(r — ce VeAlt—r) eT ™ 
—ch(t—r) 1g) 07 —d(r E rpm 
=g” LA? H- Er* ^ — at b — re " —cAG—rD'e77 
—chGt—r) le —d(t4-£7Me73 
HX Ext S RAATSI EB f. 为 此 需要 用 下 列 诸 展 式 ， 
ary -C'-CÓio-0MC rr 
GTD'-Cg'-rOus tO T+ 二 Cr 
Ge rr! 


代入 括号 中 的 式 子 得 
A! - bt! —ar! —b(ir— re " —cÀG—rYe “—ch{tt—r) le 
一 过 下 十 Te 


—(QCit* (À—a-— be^" —cÀe ^ * —de*) 
HETH Bb re “ce —rcAe " —de r) 
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Ci. 
TC '*(—b(— 210487" —c( 一 Te 一 CC 一 Te 二 ux 460 


Ci Br} he "cre "—ce(- 0e "h CE dee) 


4 Ci —b( —r)te ^ —c(—t£) e " —ch(—70 e -de"r) 


ac =2, $3 ' en =n, {RAER , 则 上 式 可 记 为 


2i Cit I^ QD (20,1. ,m—1) (2.3) 
HB ATO) ACORN j3X S. AA AE ACOBRS m TR AE 
hO =A 9 (2) e & I7 () —0. lc C. 328 3E LED te* 是 (2.1) 
的 解 , 证 毕 ， 
EESTE. D addoed BARR 24S] p 9 8| 6L E EUR 
7 BWR PLASSE. RA EEEN. 


2. 特征 根 分 布 定 理 的 推广 


首先 注意 到 上 章 的 一 个 提 苇 :对 线性 自治 DDE 的 特征 方程 
中 心 ( 必 是 亚 纯 量 数 ,一般 她 说 有 无 限 多 个 零 操 ”, 何 题 是 有 没有 例 
外 ? 这 个 问题 的 正确 理解 应 该 是 ;是 否 存在 线性 自治 DDE 使 特征 
方程 是 代数 方程 ? 回 管 号 肯 定 的 ,例如 
例 1 对 RDDE 
X=rT0~) t ylt— r) 
y(t-—zG—:0—G—7 
其 中 r-const. 半 9 ,特征 方程 为 术 一 0, 只 有 二 重 根 4 二 0， 
下 一 章 已 给 出 一 阶 方 程 特征 抠 分 布 的 梳 况 ,并 以 此 说 明 分 型 
法 则 的 数学 特征 . 对 n 阶 系统 可 以 推广 这 些 结 论 , 记 nn 阶 系统 及 其 
特征 方程 为 
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O= Azar) (2. 4) 


HQ) -detlAL- 25 A7 ,|=0 (2. 5) 
HP 020,720, 4, JJ n Xn REG 1. m0 MA 
引 理 2.2. 对 每 一 个 给 定 的 PE€ 尺 , (2. 5) 至 多 有 有 限 个 使 
Rep. 
证 把 (2, DRR A AA WREKE R 
A 3- PL ako Ima e 十 和 十 有 (ee 一 
(2. 6) 
其 中 Pieve ed 0v vo Ur EDD. 
B ReAZ.J e ™ =e Reigen By 使 
| | PkCe 7 uen Le EB. K —0,1,7*,—1) 
WERA ESKAE M 
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于 是 当 Reip, lA SM 时 (2.6) 左 边 恒 不 等 0, 即 Ras AEE 
BI IA| =M ZERO. 6) 无 零点 ,如 图 2. 1 所 示 . 
又 由 零点 的 孤立 性 推 知 在 Reza p. 1 LM 申 有 存 限 个 零点 ， 
证 毕 . 
定理 2.2 iWEQ.5 me B DR 
{1) iA; | coz Reir— co, joo, 
(23 FER fV A, € (A; gb sr. Reasz f. 
(3) 在 复 平面 的 任何 条 形 域 e ReA«c E, PRAAN € 
(A 8€ R. 
WE HFA 2. 1-2 CO RE EOD HE au ReAL E, 中 成 立 不 
等 式 
O-Ch A e Is do | =e Rede eo a H, 
RP ho HGS em CC HETE b BER E 
bPile re) Br KIE, enl) (2.7) 
LEE J-UoEC NDA FREER eX ReASL, "EUH 7523 3-51 | Àj n 
| 4; |7* 9o Im4' ,—eo , joo. 不 妨 设 ,第 不 等 于 零 ,由 (2. 6) 
得 到 估计 式 ， 


i« 22 [Pei nat) LUC 
上 式 右 端 为 一 co 时 趋 于 06, 导 出 导 盾 , 妓 C3) 成 立 . 由 (2)(3)=> 0D 
成 立 . 


类 似 地 对 超前 型 方程 组 及 其 特征 方程 
iG) D Agr) (2.8) 
det!AI— 2; Ae" |-0 (2.9) 


其 中 n= n>, A; 为 nn MEG). mos RIJS: 
3ERB2.3 i80. BC EO (1), 00] 
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[4 一 cp ReA;— T- eo , joo. 
(2)3 a€ RIEV A,€ (4, HL. Rehe. 
(2 3E ATE EL D FE f] 2E E 3. aL ReAxLE, 中 只 有 有 了 有限 个 AE 


(Aj ;q A CR. 
证 令 a-—-—Z,.HIBE 2.2 立 即 推出 定理 2. 3. 
对 中 立 型 方程 组 只 其 特征 方程 
zG)k2.AzG—un)MR22CaG-8)-0 2.10) 
det]AI— 2a A7 D Cde [一 6 (2.11) 


[HE HE 00,770, A,,C; 9 n Xn FE G—1,-,0. XE. 

定理 2.4 iL 1D EHI RICO A), D] 

(O3 e PER EY A, € (GRA a Rea P. 

(2) 4£ E (A, }) 的 子 序列 {4 } 使 成 立 Imi oo joo, 

证 BH 0<r<m<<r ,有 detrlc, [350,38 (2. 1007 
开 记 为 

Pe Te Mn) 十 

Pe) ver e) —0 (2.12) 
WE Pxr《2Z1…2。) 同 样 是 Z, I A0 KRR n (B PL n Kg 
《由 def lC, E250 PE UED , BE C2. 12) 写 成 


LP, G7 vene) EL PL G7 en) pe 
+ Pee e eT) =O (2.13) 
其 中 设 4 二 0,t2.13) 可 进一步 写成 

Patete Pee EP, Ce mse gente dp 
HEP, e uen e 2n) D (2.14) 


tei P= Pe "+P, E (QUMLUR T BUSES BB Rea eo, 
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j=o0, 则 由 (2.13) 立 即 导出 六 盾 , 同 理由 (2. 14) 推 知 不 可 能 有 子 
38 3j GO", it ReA",— — 60, j— oo, BiG e AER fE COREL, HIE 
KIDA vr TERI OE CIO sr ,证 毕 . 


3. 渐 近 报 链 


如 上 一 段 有 记述, 请 特征 方程 的 根 全 体 {13,| 通 党 是 可 列 无 限 集 ， 
要 一 一 求 出 它们 一 般 是 不 可 能 的 . 本 段 所 说 的 办 法 是 对 集 { 罗 } 而 
言 纵 出 茶 种 意义 下 的 近似 " 求 得 根 链 ”C{h,} 称 为 恨 链 ,方法 的 特点 
TRARORE Bk — ^ 2, EEOAE e E d UE PEE RO. 设 原 特征 
Ji EC B EROS (,).32818 55 — E TELS B ES 4. E LE 

Hu A, l0, jo o ED Ajo, 

其 中 {XW 让 可 以 用 有 限 步 又 得 到 . 

考虑 高 阶 线 性 自治 及 更 与 N 型 方程 ,其 特征 方程 写成 


AQ Maitt Xe, Ae (2.15) 
其 中 ra —0 n" (2. "n ^RGAUCBACT ag 
EREET A as ALAARE buATe "ETE TAE 1 
Ef ,特征 方程 和) 二 6 可 近似 地 代 之 以 方程 


ad 十 BAe 一 站 (2. 16) 
n—m WIN 8 ,n7— m EE R E. C IDARI Sgt 4E PEE 
出 , 它 就 是 我 们 所 指 的 {X;}. 


ODE n-—m.G. 16) 为 
Aas the 二 


BI en i-o ReÀc — Ln E. 


T, «c0 a, — n kt | EI (j—9. b 1. 22. 


HT 


下 各 人 > 自作， = 一 二 mn da (o0. lke), 


(20n22m Bf.,OG. 16) 
a, A" 3-5, À"e = mp" AP a (2.17) 


Ün . ; 
其 中 P-—n—m0 jam Vi A co xiy; :由 


i. ` 
eti = lale T (ry)= jalh (2.18) 


Hi 2.20 0—m) Bi 2. 39 90 


于 是 由 lim (I)z—0f&thQ. 18) ,可 写成 


irz 
ET )yi— lal$--e, (2,19) 
其 中 一 0 „>o rj — 00) JE 2. 19) E CES Xy 
2m, 1 2 
Xe = fajr +e, 
x 
z 


zv. 
由 a0 ae T 0, rr sO, ERNA 
J 


» 

Tj 

其 中 se~0,zr> 一 co. 由 (2.17) 取 对 数 并 比较 虚 部 得 到 
mA + Pln i4; [-riPargÀ nia] d-farga--2 jei 
ry; PargA ,—arga-d-2 jr 


ri 
argA',-—arctg — 3 +e, 


DE) 
62 


3 一 二 (2jr 一 已 2 tes (27-0) (2. 20) 


»-lGm-PTEeOTS («0 (2. 21) 
其 中 CR! PE- je. BE Bi (C2. 19) 取 对 数 得 
BTT, 


SA+ 2Iny;—lnila)T--e) 


z;= 1-C- Plny;+n la) +e, (2. 22) 
A Ht 6,770, joo, (2. 22) RBS y; B3 (2. 200 2. 21? 代 入 ,并 注意 到 
4, zj-Fiy; 得 到 
T 


4-1 C- Pli 2T Hala D Gj— 


(27-0) (2. 23) 
t =t Paj aD Oj 
Jj or ne ? Tr nja J 2 T’ 
(a. 0) (2. 24) 


Bp £853 PEDE EE B5 HR E32 (2. 230 5 (2. 24) 


$33 ETETLAES 


1. 问题 的 实质 


对 线性 自治 DDE 引进 了 特征 方程 以 后 ,首先 引起 人 人们 注意 
的 问题 便 是 根 的 分 布 状况 ,本 世纪 四 十 年 代 以 前 人 们 一 直 期 望 能 
得 到 与 党 微分 方程 里 的 Routh—Hurwitz 定理 平行 的 结果 . 1942 
EER HL UE de CIT. C. osrparsts) 比 较 完 整地 解决 了 这 一 问题 . 这 就 
EA UD VR OT VE XE EE. 然而 对 特征 根 分 布 状况 的 研究 目的 一 一 稳 
定性 而 言 , 这 些 定理 其 是 理论 上 的 成 就 , 离 实际 应 用 还 有 很 大 距 
Bi. 而 且 对 中 立 型 方程 来 说 ,即使 在 理论 上 也 还 有 缺点 . 
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前 面 列 出 的 所 有 特征 方程 都 基 Aue ne" E EE. IRSE 


ez 的 适当 次 幕 便 可 写成 
h* (A,e*) —9 (r2»0) (3. 1? 
(3. IEEE Ar — g, Vili 
1 del 
h* Cr Ace) AG ) (3. 2) 


以 后 只 讨论 (3. 2), 它 当然 代表 民 ,N ,A,C 各 型 . 为 叙述 方便 ,下 文 
HAHI =w, C3. 2239 hn te =ð. 

用 > 记 多 项 式 h(x,w) 关 于 x 的 次 数 ,s 记 它 关 于 u 的 次 数 . 
称 hr nO PUE isl az ^en G EN”. a= const. Æ0. 

IHourparria 的 结果 可 以 概述 如 下 ，; 

QF haww RA EN WAN 

H (x) (re (3. 32 
X GRE 48 UI LEE Rea oo, je. 

事实 上 ,在 &2 中 提 到 的 A 副 和 C 型 DDE 的 特征 方程 正好 
MERIAH ,这 个 结论 上 面 从 另 一 个 攻关 已 经 给 出 证 明 . 

Qi kz,w) 有 主 项 ,这 相当 于 $2 中 对 应 于 RR 型 和 NN 型 
DDE 的 特征 方程 . 是 我 们 的 主要 研究 对 象 , TIoarenrns 的 主要 贡献 
在 于 他 认识 到 ,这 种 情形 必须 研究 请 数 末 (z) 一 js) 的 零点 在 
硬 加 土 的 分 布 状况 ,并 县 他 找到 了 很 但 遍 的 研究 方法 . 

要 讨论 HC GO dE ESI IESE AUS ZPRDERDC REIR iy Or € ROMS 
ATI HGV SETERL ESER: 

Hup =F AMIGO (3. 4) 
其 中 
FO f (v.cosy.siny) 
GCy) — gy. cos y ,siny) 
H. Fyw) gina w REEE vous 的 三 元 多 项 式 . KREE 
金 的 主要 结 时 写成 : 
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函数 HI GOIBUPE SE SUSRUASCIBIBE ARRIE: SEE FOOD 
fi CCy) 的 零点 都 是 实 的 ,而 且 对 每 一 个 y 成 立 不 等 式 
G Ey — FtyGty) 0 (3. 5) 
这 个 结果 形式 上 是 Routh 一 Huwitz 浴 虽 的 复述 , 但 涉及 的 条 
件 是 超越 的 ， 
2. hze) 没 有 主 项 时 的 零点 分布 
iie 3 njEARG.e0mBJEX 
AG 22 aunt (3. 6) 
我 们 有 如 下 的 普遍 定理 ， 
定理 3.1 者 (3.6) 缺 主 项 , 则 产 (z,e) 必 有 无 穿 多 个 具 正 实 
部 的 零点 集合 UL) EL Rea 一 oo ,六 ec。 
证 为 了 培 明 下 文中 引入 的 一 个 形式 甫 , 我 们 先 考察 最 简单 
BJ AG,D—t—zB[ e&—2—0, 设 z 一 工 十 凡人 代入 后 分 开 实 部 和 虞 
ptf 
e" cos yx A e*siny- y 


ERN EL du cos e^ *x-» yen ^ Z, MH e'sinyz- y=> 


eed ET BR aceln kn 4-7). UAE RAlt) 一 1 一 z= 二 0 的 解 
司 以 写成 

sn er 7 )--i i 4-6 
EH col] £— 0. 

WEERA OE MÀ BUR A SEDE A Geo, WE mE 

AM 

z= an2Ra 2kmzi -Flnó-- E (3. 7) 
其 中 = YEAS. AEREE, LERICSSES E SESS 
wk T 0. 由 53.77 我 们 有 
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e -—CGkrodeé 
z—i2hkn(l-Fó,CEDO (3. 8) 


其 中 
oln2km-F1in8-4- £ 
2km-i 


ii b—ooBt PRESE 0, 且 而 (8) 为 的 解析 函数 ,代入 (3.6) 得 
hlz) = 2 amz” e” = 24 am Ci 24r CLE CE" 


i (E) 一 


. Ck Y Be ] — S kortani "pet (1 4-8, E)" (3. 9) 


FG. DEJAN T "T 的 降 篆 排列 , 首 项 的 次 数 用 及 记 之 5( 设 as 
0),R] C3, 9 写成 


AG.) 2, Okrasni" eiA Okre Ce) 


md m B 


= 25 Cpr) b Pe" + OhkzY8,0) (3.10) 


T 
AG. 10) EIE C3. 9 中 次 数 等 于 8 的 项 汇集 在 一 起 的 记 法 ,其 中 
d OE E EUER ERE. ED 181 lk ooB]— EXC T AE. HOT P 
Té RJ VA 338] B3 RC EL RENAA n ESOS Om nO EA m ran 
一 日, 又 有 a..70. 
现在 证 明 至 少 有 两 个 不 同 的 a BAR PEL — anm H wm 天 
Q. Hi s=max{n}) r= max {m}, 由 于 无 主 项 , 必 存 在 (p,q) 使 or, 


9 之 fs1Qm 关 0. 在 展 式 Slam", a 充分 大 时 as  "AEBN. 
而 a-—0 BTE EE Lax o 从 十 吕 碱 到 0 的 过 程 中 3 w ,使 > 十 as 一 了 
十 an 一 8, 显然 a 是 有 理 数 . 由 于 存在 两 个 4, 故 方程 


Sb -0 (3.11) 
存在 非 零 根 8, 代 入 (3. 1008 
S ufu ta E= (3.12) 
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当天 一 cof3. 12) 一 致 收效 于 方程 
Db pe*—0 (3. 13) 


(3.1325 (3. 1D HE 82 £8 £— 0 是 (3.13) 的 一 个 根 . di — SUME ACUTE, 
当 表 很 大 时 (3.12) 有 很 名 0, 一 oc90. CA GS eH TRE 

z —alnZ&z + 2&z: d- In94- £, (3. 14) 
注意 到 有 一 0,6-*0,as8 与 上 无 关 , 则 当 六 适当 大 时 (3.14) 具 正 实 
部 ， 


3. eR. Fs ,cosz ,sinz}) 的 零点 


为 了 研究 六 yceosyysiny) 的 零点 分 布 , 我 们 考虑 一 般 的 复 函 
MGv). EE x ,usr 的 实 系 数 多 项 式 . 则 
F(z)—fz.cosz,sinz) (3. 152 
是 = HERR.: 取 实 值 时 FORRA ATAR FGODBUB SUB 
的 充 要 条 件 , 把 (3. 15) 改 写 为 
fG.uv)- 2a s^ iP Gro) (3. 16) 
其 中 ym Go EE uv Eg n GEI. u-—cosz; v-sinz- |ui. 
EIES 1. 
TERE G.M BERE s v^ 除 尽 , 亦 即 
(1. 士 门 天 四 (3.17) 
EG. 160 PEE BUE UC rs 的 项 为 zw"(aeso) 仍 称 之 为 主 项 ,车 
TE (3. 160 P 7. x 的 项 记 为 rg? Qv) TIL BEER. 当然 首 项 中 
RAET, E 


9? Qo) 249 Qv) 《3. 18) 
Tq EC. 16) 可 记 为 
FG uv) m2 P Qi) t Za a i Qa (3.19) 
HELE 
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当 u—cosz,u-sine 时， 记 qi A 
Pp {zapt (cose ,sinz) 

EB 2x 为 周期 . 首先 有 

引 理 3.1 MK OTRE R aSr cata FAHRE 2s 
个 零点 以 RFAFEA RUPEE. IR EAE TE 2623 AM a), 4 eE 
{ea} 时 ,对 yE R WL gf? etiy) Æo, 

E ” 先 证 在 条 形 域 gs 委 <2r 十 中国 数 e GO 2 不 根 , 这 
H = 一 工 二 zy, 设 

1 


lquapdl, gl i 
H = 2 ‘十 P )v— (t t ) (3. 20) 


WU 一 ce 时 让 一 于 (er 十 c) = 一 COsz v= Eee) -—sinz , H 
C3. 20) 代 入 97 Cu 0 ;得 到 0) 是 1 和 二! 的 有 限 级 数 .注意 到 


Tin 的 最 高 次 项 的 系数 为 Wo D ,1 的 最 高 次 项 的 
系数 为 pP C 20 Hi GI LE S 
d Gg oseo gto Lo 
所 以 用 3E n (以 后 是 一 个 具有 iU OLLI AERE AR 25 
KETA CER 2; 椒 才 点 四 EARR GO ,对 指 
XE BO 1,76 E e e TE atn ba 中 恰 有 一 个 根 , 若 HE ORAE 
F& , 出 对 应 的 6 RE i O NECK X. 引 理 的 后 半 部 是 前 半 部 的 
自然 推论 . 
推论 3. 1 F(z) 的 主 项 zgr?!' au zu TEE ase 
2z 十 a "PX n e ENH. 
5]383.2. Ux fiu. HEURE v tun EE e RNY vc 
RE ef CGe4-50s£0. Bü] Te AR JE ie 
— kx d- exa 2kmd-E (3. 21) 
中 自 基 一 足够 大 的 不 开始 瑚 (z) 有 Aser TES, EJE FOH 
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有 实 根 的 充 要 条 件 是 ,由 某 个 大 的 下 开始 在 (3. 31) 中 有 sktr 
实 根 . 
证 hal. 1 及 推论 3. 1 TE zi GO TE ACE IE C3. 21) 中 
有 2R(5)H-r—Abs-Er TER XX HURGBE G. 21) 4E 25 个 宽 为 2x 
的 条 形 域 煞 可 看 出 . 
BEEF GO S HUI gi GOTE (G. 21)? 中 有 相同 数目 的 零点 ,注意 
到 | z= 工 十 iy, g^ = p rtir e za, Tä y" = e "777m, (ety = 
emm us y 充分 大 时 有 
e Gre) em Oe C8) 
po (3.22) 
V Gri) ce rli Cz) H3) 
AK rH o (20 6 d (cosz sing), 34 yokt $ 18,90, y— —colit 8, 
0, 事实 上 ,因为 而 会 有 因子 e! ,5 含有 因子 er, 所 以 (3. 22) E 
(3. 21) rH — E i vr. 由 此 推 得 


ge Gi) seg d 


TTE 
(3.23) 
P? G-Fiy) ce etym (于 cM 
其 中 ye 全 一 日 及 3 一 Do 人 一 各 在 (3. 210 — SE EST. 
JR 8>D TERRA E Ly E 6 t pe Cartio, H Sd, RUE 
地 小 .合并 (3.22)(3. 232 28 |y | >k ES] 


MEI Tr ) 
PTER ce, Gn) (3. 24) 


fj 
<, (3. 25) 
KPC C 是 与 5 和 (3.16) 有 关 的 常数 . 至 此 我 们 已 意识 到 F(z) 
零点 的 数目 将 由 其 首 项 决定 , 为 主 明 这 一 -事实 ,考虑 算 形 
Pau: — Pint extr 2km yh 


把 FGO'SmEK 
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Qi (x) 


Figer goa (1+ g^ tt RUP mro, 
T Pr z 2; gE ) 


Hus 
icd (3. 240 (3. 270 5 5. IE ARKA 


F (ez) 2292 G2(12-0,) (3. 26) 
(ORUB 8,0. kmo baoo, eah, h bk TAKE E zu oXE 
Pw 边界 上 无 零点 ,由 复 分 析 中 的 Rouché 定理 及 (3. 260 5C F G2 
与 它 的 首 项 ng? GOdk Ps 内 的 零点 数目 相同 . 

31 |y | >b Bf e gf? (2) 53 FCOEIGLSE A FE 9 GO EAE 


- 点 ,由 (3,. 240 (. 25) 99 F GO BOUE 180). [EL XE. & bo. E FOOD 


与 z'gf? OERE 
— kn ex rx 2Ánd-E 

中 零点 数目 都 等 于 tro TEOG 21) 中 零点 数目 都 等 于 Ash 
Tr. 证 毕 ， 

引 理 3.3 EG IOTER, M E GO ZUR 7C E dE SEP 
m. 

证 Hi. IAEN, iE s=maxn,r=maxm, Ri ig EE tn 
mpr aD 53 xe Gw WPA GAE s, sr <r. TEC. 200 IA, 
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(3. 160 3E3 LJ. 所, 记 
def 
Akr t= fif Crun) 
则 对 应 于 zg Gs o BOIS eg E TE TREE wi 


(u 2) B TR A zhf*ü Pd. 这 里 Har 用 (3. 207 人 代入. 当 zt 的 


系数 中 上 的 最 高 该 项 为 六 为 Wap 一 o5) 的 最 高 次 项 ,与 
EHR e 的 最 高 次 数 为 mr Gorg G.168 3:808] , 38 8 
hG ORA ENSA i ,1 没有 主 项 ,由 定理 3.1=>h( 一 jw,t) 在 
在 零点 的 集合 {z,} 月 Rez,— 4- oc, joo À (z e FB GR E 4- 3E 
实 的 根 坊 引 理 结论 . 

引 理 3.4 设 Gu vYSIRG.19)E8 3X. EUR di 18) X. 
的 首 项 gh Que. 我们 有 

DE gCz) 有 非 实 零点 , 则 Czy 有 无 限 多 个 非 实 零 点 . 

DE 多 (z) 的 零点 者 是 实 的 , 单 重 的 ,出 FGOX Aa ENT 
ELFA. 

证 由 (3. 1R 


dei 
F^ (2) — ef (gz) 22" e) =0 (3. 27) 


HZlr 
对 中 , 设 gi Ce) 二 0,c 是 非 实 的 根 , 我 们 来 求 (3. 2708 f z= 
2 十 < 十 将 的 解 . 这 里 中 充 分 大 性 充分 小 , 注意 到 gi? GO gl? (2) 
都 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,用 == 24m-c4-9 代入 (3. 21218 
gi Ce 十 他 十 BC 人 =0 (3. 28) 
c F> EE DLE m TERIS | GL Z0 BS FIXE 60D Je 0 B3 4 
Br ER X. 55 — 5 0 (3. DKR EE Arh LE Roo Ed 
9GD—0. S &- ook C3. 28) — Sr SE-P. e? Ge TD TE gn Gd 
=0 E H BA ?一 0 之 方程 (3. 2824 b— col AERE 7, 90. Bp e dESE 
=> = knr te Hp 也 非 实 乱 适当 大 以 后 》 
71 


REED, H 迪 '(z)? 一 0 的 根茎 实 的 . 单 重 的 ,由 引 理 3. 2, 在 
条 形 域 (3. 21) 中 有 As rim snmma p (a) — 0a; AB FE SI EIC 
$£ GO Gr € ROBSSE A. 35 k IERECCHTSE ES F^ COS ga COI 
点 充分 接近 GO as usi BI FI (o! 02a, t F GB 
TAGĦ 3.2 说 明 F* GO 只 有 ik 个 零点 ). 

现在 说 明 atsa a E EBY. 由 所 设 , 实 函数 g? GF (x) 
记 描 给 的 连续 出 如 图 2.5 所 示 ,注意 到 充分 大 ,FR' (zx) 充分 接 
近 同 ' ,二 者 都 有 Ask TESI OV —F" GO RIS GR. 


最 后 而 由 引 理 3.2,FCz) 有 438 十 7 个 零点 . MEIE, F= 
zx" FR" (z)-> 其 中 有 44 个 实 的 ,于 是 非 实 零 点 不 超过 个 . UE. 


LER ho eode ERE AA 


id =p gp hG Du] Em. 6) 形 式 如 下 
hz HJ) 2 


z Ft RRK a PED P anst EHE r ARAUCA 
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AG) 25 amat"? (3. 28) 
其 中 zac OOED. eU QCOEB 27i 为 周期 ， 

引 理 3.5 $7 (0 TE by «6 E200 € ROTER BLASCR s tF 
点 ,因而 存在 无 穷 点 集 { 有 jj 28 ec LO) p ui (77020. 

证 与 引 理 1 类 似 , 由 上 ee 人 (区 是 上 的 5 次 和 多项式, 其 零点 
i nto A EE k TE UTD. >;= lnt t Ziri =l, 2, 
w sE bbt 2n P gm Qe RA s TRA nmz HE 
RH lozi DR (o0, HN x€R. 

5I 3.6 z— r-iy,x0 RTU N dd HGO-—h(G,e)01E— 
krt ex ys rte 中 的 零点 个 数 . 设 NR EEC 
H Gy25500. 25 y Hj — zinte HE 8| 2&r-Ee Bj. pn] «E W — HH GA 
HE 5T Fi BEIA 8, W 

0, e 2n sh — Nu Tn) 29, 
KH 232,—0,4—0. 

证 如 图 2.6 所 示 , 考 虑 矩形 三 。 

srka 

Pu: 

— 2Àz-l- ex y& Ar-H € 
由 (3. 29) d 
H (2) —z' 8 C) UH 
4 koo, aott, HD E Pi 的 边界 上 
《 除 虚 轴 以 外 ) 有 8,009079 H (355 9f? 
《e) 在 这 三 条 边 上 的 辐 角 转动 之 其 为 da, 
M kco, acot, 0, 0. TRI zr (GB 
转角 等 于 z 的 转角 ra 与 yrQCoOmttfgc 
和 ,在 PP. 的 上 .下 两 条 边 UGOBIHS faa 
化 抵消 ,而 在 z 一 a 的 一 边 上 9 CORE 
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角 近 似 于 ae 的 转角 ,后 者 显然 为 tkr, AHL ME. 
此 引 理 表明 五 (z)? 在 虚 轴 上 的 性 态 十 分 重要 . 为 了 对 H(iy) 
应 用 引 理 3.1373. 5,3: E TEE AC EO PESE e" —cos y isiny ut 
iv id 
Gt T- 10)" — a7 Cu 0) d EB Cu 0) (3. 30) 
其 中 a7 5.00.9" (uod uo MXST. 
SIE 3.7. #abER AARAA. H 
p" Qu v) =a (uo) H-b B Cu v) (3. 31) 
满足 UO. 0x0. 
证 事实 上 ,出 


aC Cu v Gd ivy (u —iv)' 


BC n) d Ge RO— (uiv) 


把 u=] rT 一 一 HERRA 
pea + T0-aa"(] + DHAM +r) i 


-$OEDUEQTHLRCODESU- Q8») 
-ETÉ S plzrQ B0 证 毕 


为 了 最 后 证 明 零 点 分 布 定理 ,需要 进一步 分 析 He Shl, 
e) 在 虚 轴 上 的 性 状 , 把 z 代入 (3.6) 分 开 实 部 和 虚 部 写成 


H Gy) s hGysen 24" P Gov) Hi 24 yr us) 
= FGiu d Higsu so) (3. 32) 
由 此 得 
fO) 22m Qv) 
gCyumv)-— 2L y" YO iso) 


引 理 3.8 BARGDA ED anet, Wj AFGysa c "ug Cau, 
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B ED y CAE Gi HAP Cu v0 AAG 31) 的 记号 可 写 
成 > 
yo and y Caa Qi 00 H- b Qu v2) (3. 33) 
其 中 ,b= 二 const. A, jp const. 不 同时 为 零 . 
证 在 (3.5) 中 记 anim a! mn dria ua mara" € RIEGO. 6), 
(3. 300 H GyO X H B A 


Hy) = 2 (a! ma Ea m i y" Ca Cu o0 HC IB Qu v2 
一 ` Py" Ca! a7 (iv) a uo 7 (nv) 


23 mH" (ala uw) amb" Gr )) (3. 342 


比较 (3. 322 5 (3. 34018 24 m= Z2 时 
P (u w= (a pt (nu sT) — a" a Qu UJ) 


(3. 35) 
Y" Cu v) = E (a^, a? (u v) d-a' 0 (u v) 
当 m-—2&—1H[ 
(iv) d (a" Lua Qr v) 3-a' VB Qu 02) 
Ve Gt a HU) VP Cuyo (3.38) 
TE.) (ta ma Qu v) —a" B (uv) 
设 2,kER, 不 同时 为 零 ; 则 
Af(Cysusv)-d- eg yt sw) 
= D yD a, HP Q v2) (3. 37) 
535—723 Bi 
"un —a" s 


= (a! 0! H (arm) = as, |? 


H ! 
e ma a "n 


由 am 天 0 一 la, ]* 50 EX ER TE 7T TE £H (3. 352 C3. 36) 可 解 出 


oO) H- Xu Qu v) =a (Qi v) BUB" (uv) m—25 
O Cu 20 H- EY TP Cu v):maga 7 Qu 1) 3-5, 7 (uv) m—2k—1 
(3. 38) 
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代入 (3. 37) 即 得 (3. 33). iE 
EEE y 的 系 整 记 集 在 一 起 记 为 AE Qu vo HP Y P Cu v Bi 
TE 3380 y GB Ges P pY DP (nu v) 
与 上 一 段 类 似 , 记 
$E (x) cone ,sinz) 
I? (z)YU (cosz,sinz) 
这 样 便 可 得 到 和 引 理 3. 1 类 似 的 结果 ， 
推论 3.2 JecR.fixiY yc R dar 


Agf? Ce -£y) t P? Ce 1y) 950 (3. 39) 
SV z€ RJ. 
p (ert (3. 40) 


EWF m fCy cos y siny) GG) gy cos y using) » fj 
H (xe giis. L6 ARS H GYMNIB füoo 
， aO 
argH (y) —tg POS ycR (3. 41) 
我 们 有 


引 理 3. 9 DER y Ela b W — II GyYNEI SS fü PiOUE 8t (Hi 
i va 5) , lii] 
Drot GODRO —GGJXF' ORS 
(ulated + a — (a $5) d- 2, (3. 42) 
3$ € EXE acm oo boom d ool] 8,0. 
证 事实 上 ,出 (3.41) 对 求学 
4 (OG (GDF GO — GOD £F Gy) 
dy" (09.307 Py) +G (S) 
EON 对 (2), 首 完 有 
va 看] = wa We 
其 次 由 HG RUN 
ta 十 ED 一 三 十 全 
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其 中 当 s 国定，a~> 士 ce 时 名 一 0 ,48(3. 420) FR vla te bte) — 
v(Ca.5)--vCGad-&€«a2--v(O b e))HHl (E C3. 42). 
518 3.10. Wr 1,wE 呈 ,不 同时 为 零 , 则 存在 实数 = 使 对 Y yE 
R PRR 
A (e Fey) H- TP (8E iy) 350 
(gH? Ce iy) —- APP Ce-1y) 天 和 


e (e4-iy) 5*0 
I"? (e-Fiy)sE0 
这 由 引 理 3.1 及 推论 3. 2 立即 得 出 . 
8A, 4 二 充分 大 时 ,点 H 28m eOOR E W 3E RBS 
RE W —W'-EIW"LME — cS W —0,W"—9,AW' 4-uW"—0 


(3. 43) 


CA, pt dESEO CHR Bay 十 uW"—0crarg W — — Č = const. 


CE2) ARA AR). 

51783.11 HH Gy) WM A CE Ev (€ — 24x 2800 — 
alkst Har) +H, 3X Hn — F1, 4 Enos E80. RAF CO 
pGCy) EUR SAEIR B 

oO Cy )F (40 E (3GCG ) 5.0 (3, 44) 
其 中 ARER 不 同时 为 零 . 

证 1, 给 定 ,选取 cER 满足 引 理 3.10, 由 (3.42)=>y 由 
— krt e TIE S krts BT W — H GyOI) 58 fB BUD Bg o(Lesn Jn) 
F8, EPI W — H GyY34 y t — 25x -- e "EI 25x te 时 穿 过 直 绥 
Wi consi 的 不 同 y 值 不 少 于 dstr 个 ,由 引 理 3. 2 谓 数 
AF C0 H- pGGOHEC- 2n te, krt ES E CR ECT 4s Er 个 ， 
所 以 AF GO -- GODS — 912 EE SC UR. 另 一 方面 ,由 于 无 


重 根 ,所 以 WSABGOYRU TEE = W foU: 
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零 速度 作 定 向 旋转 . 即 (3. 44) 成 立 (向 正 向 旋转 za 一 1, 沿 负 向 则 o 
一 一 1). 
定理 3.2 WE AGO ER aet HGO-—A.om Pr 
Ts BEXE de fc us 3E y pg —oo3EJ-FooRE] W HH Gy2 UI IE XE 
BERESE.BD G'GOFGDO— FOGO > 0, By B 2er 变 到 2 
Hd W - EI Gy) BIS PUE PICAE ERU ARsm-zr-I-6(kb00,86—0) , E zn zh 
5. 
证 若 五 (=) 的 所 有 零点 都 在 虚 轴 的 左边 . 由 引 理 3. 6 及 引 
S 3.9 ^n H Gy» I] 488 fü CE d 
vi 2&m 25m) — dksr tarte, (3. 45) 
又 由 引 理 3.11 过 FC(y),GCy) 的 所 有 零点 都 是 单 重 的 正 实 根 且 
G DFD — EF YG yy) EO 
BE W [838 B PL IE SE BE EER. H oet 六 -=0. 反之 车 (3. 
450 REAL HHE 3.6 及 8.99 N,— 0, iE a EB b. 
在 证 明定 理 3.3 之 前 先 介绍 一 个 术语 ， 
下 (y7 Gty) 为 两 个 实 变数 的 实 函 数 ,我 们 说 它们 的 零点 是 交 
错 的 ,如 果 满 足下 列 三 个 条 件 ， 
(1) 零 点 都 是 单 重 的 ， 
(DFM Gy) 无 相同 的 零点 . 
《3) 在 其 中 每 一 个 函数 的 两 个 零点 之 间 必 有 另 一 阔 数 的 一 个 
定理 3,3 Wb AG. dB anxe, 若 五 cz) 的 所 有 党 点 在 虚 
PAH. UFO ,GCy) 的 零点 是 实 的 ,交错 的 , 且 对 ¥Y vER 成 
37 
CF —GCGOF' G0770 (3. 46) 
RWE 媚 (z) 的 零点 都 位 于 虚 轴 左边 ,只 需 成 立 下 列 二 个 条 件 
之 一 如 可 . j 
(DE FOGOK IS Re SEP TE. G- 46) 至 少 对 一 
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ó y» Rr. 

(IEAA P GO EI ECECE AEEA, ELE] ET P EUR 
3E F' Cy Gly) «0. 

《3) 若 函数 Gty) 的 所 有 零点 是 实 的 , 且 对 它 的 每 一 个 零点 成 
YO GU FG». 

证 车 吾 (z) 的 所 有 零点 都 在 虚 轴 左边 ,由 定理 3. 2 一 零点 都 
是 实 的 . 单 重 的 且 (3.46) 成 立 . 因而 (Oy) 和 GLy) 必 无 公共 零点 ， 
只 要 证 天 (Oy) (或 G0y)) 的 两 零点 之 问 必 有 G9) (或 (yj) 的 零点 
BB ap. 阁 不 然 ,例如 设 FC(y}) 的 两 个 相 领 零 沾 为 yii si ES yc 
(yey Gy > 000), H1 CO. 46072 F (0 009 0) y € (yl, 
yDBE,FOO0—FOLD0o- i. 

反之 , 震 条 传 (1) 成 立 , 由 下 (7 CC? 的 零点 是 实 的 .交错 的 
CXV y€ R.H Gy)550, EEG] EE 3. 222AF G0 HCNA, ERR 
同时 为 零 ), 对 充分 大 的 有 dstr AFA, WaR 3:9 H Gy) 
的 辐 角 改变 量 为 v(— 24s. Zka) — o CAksm - mr) + ås, 8—0, 28 b 
co. 绸 内 引 理 3. 11G CG)F G0 E GOGCGy) 720, HH C3. AD XE 
IPXEE— y Iro 1 GERE 3.2 的 条 件 全 部 满足 之 妃 (z)=0 
的 所 有 零点 都 在 碟 轴 的 左边 ， 

若 条 件 (2) 或 (3) 成 立 , 则 对 Y y€ R HGy) A0. 同 理 可 证 定理 
成 立 . 

定理 3.4 BRODA BHH aser, H hiz, P sz gd ESZ3iu 
A y o») 

MË PTRD- :个 零点 在 虚 轴 有 方 , 那 来 H GO BUB JG 
IR d T EH SÉ. 

(DE T GO E RB E HE LIE 7 UE EE GO TE HEIC T0 
至 多 有 有 限 个 ， 

证 与 引 理 3.4 KRIDE HG)—AQ.eX 
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H= (PG). 22 and e) 
=z {4P (GOoÓl-FAGO) 
E P |z| ott Alaa H 5 zy 加 te 的 零点 集 分 别 为 
{A} RA jo0, 
^5 —Jrii.d? y(te 有 一 个 零 虚实 部 大 于 等 ; 即 z= 二 ww 十 iv ,x 
0,8] BF met ment etta ut? (er*) 有 无 限 多 个 零点 实 部 
ATF. 合并 二 者 部 得 定理 的 两 个 结论 . 


$4 BE DDE # Ail 
这 里 仅 提 出 DDE PANI EE ELI E REE 
4 DDE H Ut Laplace 变换 . 
|. 线性 RDDE 解 的 指数 估计 


引 理 4. 1(Gronwall) # uQ) aCO SA Ea.6l 上 连续 的 实 
E ANo, Ela dl ERIT TR ELI sr. 


uat)  [&coacoas t€ [a,5] (4.1) 
WAVE 

«Osca | Aa eked (4. 2) 
若 加 上 et) 非 减 , 则 成 立 

ua ejO (4.3) 


证 i RG) — ['&coucods- Ra. DË 
RUSANEN O HEOR A) 


RG)— BG)RGDO s BGDoatQO (4. 4) 
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(4. AYBEASELU exp( 一 | &GOds ) ,并 把 t 改 为 * 得 


A [RCSYexpe 一 ee Jda 33 B(s)a(s)exp(C— fs. Ms, 
圭 式 自 a 到 :积分 之 后 得 
RO S| Be)atsyexpd] pl Vds ds (4. 5) 


Bi (4. 525 C4. 107» (4. DAY.. 
d a 非 减 ;, 则 由 (4. 2) 


u(t) +f CB GDoexp d ec )ds, ) ds) 


—a(t +| (~delrma =a exp| 8G); 
对 线性 自治 RDDE 


ZC = Ar 十 2; Baardt f) (4. 6) 
f z.feR.IASBLAnXn EXE A mbi ute 


一 ,Sup UI ODE nm maxc p HURR. I o l AREARE LA N 
= Plat. 


定理 4.1 FUDR QHRH zGun p RITETEIE NK 
a. I wr. 


Iz. 6xcac* (uel *K['ifc |ds) (4. 7) 
其 中 tg | 
zG)- 90) | AxGods- | M BrG-rds | fas 
ü Sm tt 


ERA EL rol ran e RENTE 
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EOLIKOA dsf A M Loco s 


+ lB: i jei) lds (4.8) 
其 中 最 后 和 式 中 每 一 项 为 
| i B. i lezis) as [ | B, ll Jri ds 


+P Bl reco as] Bl ao sien EB. IL ipl 
FEER IAO Slp 5 Su ,1K6)1, 则 (4.8) 为 


EOKA e B, ID leE FO Ha 


[aa + BH) lr) s (4. 9) 
0 i-1 


由 引 理 4.1 并 记 a=1 十 25 有 B bs LA 220 B, 120, 
由 此 即 得 (4. 7). 
Hi tl EJO, MERR CA. 705 [x | ae" | gl]. 


2. 线性 NDDE 解 的 指数 估计 
对 中 玄 型 方程 组 
Z (z() ert 2 Az G)H-BxG— 0 - f) (4. 100 
定理 4.2 — WE x(0—xs DG. 10)? 的 解 , 则 存在 正常 数 4 
$n b ff ntn. 
1 


EJUS ANY | Sae" ( lel 二 天 | FATO: |ds) Lini dir 


(4. 1D 
证 Pi n= Basal CoS l all Ael, 
由 (4. 10) 得 积分 方程 
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x) 0) — O-Fer— 1) | fds 

+| CA + Br(s— rds 

te Lll lel leer) 

+ del za- |+] creas 

+f "Y lro las+ f IBlIzG—Dids — (4.12 


注意 到 | 刚 一 sup 19x | lC Tel 1g —D E Tl. REA 
KER 


»G)— sup iz&t-F | 4€ [0,7] 
JF iu Gr. 12298 

ize) «eel T Loo ast [vds re Co, 73 
A Faler AK FERLA FATRE e 的 增加 
函数 ,我 们 有 :E [0.7 IR 

laO Sly Eae - [10 14578. | yas 
由 引 理 4.1 得 

ytalglt| fo Nader ceto, 2] — «15 
类 伏地 有 估 式 

yS cayro | | G2 lds Jeo 


t€ [rzo 十 7 tZEO 
选取 576, (E ac^ PT 1 ,我 们 用 归纳 法 证 明 
yscalgl 十 | FC) |ds) ox (4.14) 
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RB E 为 正 整数 . 当天 一 1 B] gH (132 (4. 14) 成 立 . 设 对 某 个 


K(A. 14) 成 立 , 则 对 天 十 1 的 情形 考察 IC. GET Dg tQ 


tor cio Br), H GO. 14248 


x br 
xt«taya— +f ,MG2ldoes (4. 15) 
iX 


3 —3JH 8 36 1 7 AG OR 
»€— «fa lel * LFG) lasje' 3 (4. 16) 
£ 3E (4. 152 (4. 16) E 


»oxtatelel e [ic lase + ,If ds 


«lel ESO) anes. aet 人 ees , MG) jds 


由 于 2 bb uae hi) 


VOLE LG) lae 证 毕 


注 4.1 由 于 和 型 和 C 型 线性 自治 系统 存在 可 列 个 有 替 点 A, 
分 ReA,--oo, BELA TEE Pl 7628 B ab 使 成 立 类 似 于 定理 (4. 
DA. 2) 的 结论 . 


$5 Laplaee 弯 换 下 解 的 表示 与 估计 


1. Laplace 变换 的 性 质 


给 定 JRR AEFKE aub ti LFGO | ae" ER, FA) 
除了 有 上限 个 第 一 类 间断 点 以 外 处 处 连续 , 若 
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FO) P fe as (5. D 


FERI FOODS FORI Laplace 变换 式 ( 由 于 对 A 的 假定 ,的 
确 存 在 m, 当 Rei>>ae LCS. 1) 存在 ), 它 是 把 定义 于 R EHRE 
数 有 映 成 为 定义 在 复 平 面 上 Rece 上 的 复 还 数 的 变换 , 称 FON 
FOE] SR ERE. 六 所 为 下 (的 原 象 . 记 
FD =L] (5. 2) 
有 些 场合 FGUSIKIEdER EEE RE, Ecol fq) 
3£0. XE 36 XE TZ 3E Heaviside 函数 GO DLE BE IE iX HI 
1 tx 


ao-| (5. 3) 
0 RO 


T ÉGEESIBT5B-—2 BN ALPE. ARIES RI NL SEES. 
演 公 式 
f Oz Fede | Ferde 
AX —3U m xi 
fo =L LFA] (5.4) 
PRET L ESRfERS.GUESSTULATORGERENL. 
《1) 微 分 .积分 性 质 
LOU" G)0-rLCFG))—x f(x 六 (0 一 
— in) 


Ld feao- lr CF») 


(2) &R VE FQ 
A G= LLG 
i] zr 
H(t—r)— 
其 中 HOr) lo LT 
(EPE 
Ag FO -LUGD).GOO-LÉgGO) , Wi 
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L EDCA [eee yan = | Faver Yat 


(5. 5) 
"x ”, 称 为 状 


由 (5. 5 定义 了 /的 与 8 之 间 的 一 个 * 胰 积 ” 
积 或 折 积 , 记 为 


了 g= ga, f — t, Mt, 


显然 * * "满足 交换 律 , 且 有 
LCI * gI—=FOVGOO=LOFOILg = LUg * fJ 
《4) 若 FGOMe RS AETSDR S8 E RC FEES 08 ERE RNC 
52-0, fF (GO)e ^" TE R E Lebesque HÆ, Bib EE ch BE. 


f LEY Je“dà= | F Ved 
(e {c} 


于 CGO 一 Fe 一 0)) t0 
= (5. 6) 
ifo. i=0 
以 上 几 赴 性质 可 以 在 一 般 积分 变换 的 专著 中 查 到 , 在 应 用 中 
通常 把 常用 的 各 种 初等 函数 的 Laplace 变换 式 汇 成 表格 备查 ,而 
不 是 直接 计算 反 演 公式 . 


2. M L 变 扩 求解 线性 自治 DDE 


对 DDE 的 求解 ,迄今 为 止 只 涉及 分 步 法 . 对 线性 上 自治 的 情形 
我 们 用 工 变换 求解 是 可 能 的 ,这 种 解法 的 特点 是 连同 初始 画 数 一 
起 考虑 进去 了 ,此 外 ,还 把 积分 这 一 困难 的 手续 化 为 简单 的 代数 运 
A Ss dh. 

$861 对 非 齐 次 ODE 的 Cauchy 问题 

r =ar) + CE) 
zip =r (Cac 为 常数 ,1 宇 0) 
原 方程 两 边 施 行 Laplace 变换 得 
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(5. 7) 


Loon LL 3 


A — REOLIEGRUN ce" ER BONER LEOFA, 
=G) ,由 卷 积 定理 有 

LOOGA = [ e? fe), 
由 此 得 (5. DREA 

zO = ce [e fot 


例 2 求解 RDDE 的 Cauchy 问题 
r(0-rQ0—1 
MM tE (—1,0J 
可 以 对 (5. 8238527 LEH, BDBSIASE e “并 从 0 到 oo 积分 之 ,得 


[oed | T alpe dt (5. 9) 
(5.9) 左 边 用 微分 性 质 ,右边 代 撞 一 1 二 #',，, 并 改变 积分 上 下 限 , 则 
—a(Q)»a[ zoe die ze ye" * dr! 


(5. 8) 


+f xit Ye dt) 
-1 


(Ae) LG =e] ze" "dt 
id A—e 3*0, BJ FH fé 一] ;人 时 z(t =S= ft) :我 们 有 
x0) l i ml 
Laane E+) woe dt 
由 反 演 公式 得 
E r(0) y ev o n 
aom ir. dat) use dsdA 


在 第 一 章 中 已 指出 ,为 了 得 到 连续 解 一 般 要 求 (000—900, 
(5. 100 EB] c COTKOER FP. ze 在 [一 1,0] 上 的 积分 值 . 当 p=con- 
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st. 特别 是 ge=0 时 可 以 求 得 zt) 的 解析 表达 式 . 
例 3 求解 初 值 问 题 
[zen 
r(t)—0 t€ (—1,07 
对 六 程 施行 到 变换 且 把 万 人 代入 得 


XOY-LGG)—X Aet 
1 1 1 


À-e 4 I eÀ 
-la.t at e e 
B A E d 
查 表 或 计算 反 演 公式 得 
rO DHEUD E-D H 


(5. 10) 
4d * 
X (A) 1 


1 — ati 
(53-151! (en) 


La) ht 
yCt-—n)d- =) 全 1730 一 有 


Kp o, H 
l £a 
?6 一 oo) 一 | 。 tca (5.11) 
$804 求解 NDDE 的 Cauchy 问题 
zD =r rtirar) 
NAA r()-—g(n t€[—r7,0] 
MET DEF (5. 12) 施行 Laplace 变换 得 


— x(00 J-ALCx(()) =| ze 0e +| ze- rje "dt 
ù + 


(5. 12) 


(5.13) 
上 式 右边 作 积分 变量 代 换 所 一 ! 一 r, 则 右边 为 
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e ^" Cc| (Je "dt, +f gxi edi J 
十 ee 人 Ge 9e "dt, +f qi Je idt ] 
ü 一 工 


—e"LUQO —2(024- LGG)) een (X6) d- xt e^ dt) 


由 此 (5.13) 为 
(Ame *—Ae7"MLUrG))—x0—e77) 


ù . 
Len (gX1,) + 9C, e^ dt) 


xa) | ho) Te 
" (5.14) 
te ”| GGDeqDDe^idn) 


di q—0.9—0, 8l CS. 10 4E 
O= DAAA dà 


3. 通 解 的 表示 


以 一 阶 系统 为 例 , 对 带 后 型 和 中 立 型 方程 
r =arl Abr r) (5. 15) 
rG)-—arGO brG-—1) cor: (5.16) 
C. 15) 的 特征 方程 为 
hC(À)—AÀA—a—be "—0Q C5. 17) 
2 让 指出 ,5 的 可 列 个 委 点 能 够 决定 65, 15? 可 列 个 独立 
解 . 由 3 1 的 基本 性 质 推 出 这 些 独 立 解 的 有 限 组 合 和 一 致 收 钱 的 


元 限 组 合 Ucelo 为 常数 ,是 互 不 相等 的 可 列 个 特征 根 ) 都 是 

(5.15) 的 解 ,但 是 我 们 没有 也 难以 江 明 (5. 15) 的 一 切 解 都 可 用 这 

些 独立 解 的 组 全 表示 . 换 句 话说 我 们 没有 得 到 通 解 的 表达 式 - 现在 
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用 Laplace 变换 法 来 给 出 通 解 ， 
定义 5.1 出 于 (5.15) 是 自治 的 ,不 妨 设 与 =0, 称 初始 条 件 
10 rg 
(R= :£—0 (5. 18) 
所 决定 的 解 为 (5.15) 的 基础 解 , 记 为 X60 — XG.0,9). 
用 分 步 法 可 以 证 明 解 下 (tf} 存 在 唯一 , 并 且 $ 4 中 的 指数 估计 
公式 仍 成 立 :; 于 (在 任何 紧 集 上 是 有 界 变 差 的 . 我 们 有 


定理 5.1 (5. 150 B ELE X CORE 


xo-| h^ (Aeda 0 (5.19), 
LAXGY=h A) (5.19), 
Ep cob, b EXORA. 


证 HG IDAM TT Laplace 变换 得 
| ET e7*dia | tede | "redi 
ü 


注意 到 L 一 r,0J 上 ge=0, 我 们 有 
Ah QGXLOO-XOD-1,LOD =h A) 
由 于 演 公 式 即 得 (5. 19). 
定理 5.2 (5,15) 的 通 解 写成 


z(1,0,D=X( Ot6| XG 一 0 一 Dad9 (5.20) 


证 对 ¥ pEC([ 一 r,0];R), 由 (5,15} 两 边 施 行 Laplace 变换 
并 把 pg 代入 得 


ALGO) =a (0) aL GO) toe LG toe *| Kede 
整理 得 

hODLGO (0) toe [ eao 
或 LG) hk Q0) ht Ne") Kede —— (5.2) 
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对 (5. 21) 两 边 施行 Laplace 道 变换 ,左边 即 X GO ,右边 第 一 
项 踊 蔬 人 (区 0), 右 近 第 二 项 的 计算 稍 复杂 一 点 ,为 此 我 们 征文 oos 
[—r,s9o]-[0,10 X 

qn. [9 979 
i = 人 «0 
再 把 初始 函数 扩充 定义 为 
、、 [AN belzo] 
ZOER g0 
此 时 右边 第 二 项 写成 
bh De -|T pple 46 


= Qi | e] os ds (5. 22) 


—bL(GXs-—t:w(s—zrzh (Q2) 
由 卷 积 定理 得 出 (5. DRRR 


s| XG Tw rdt, =f x (tf—t gt — rd 


4t, 74-0, ERI EOS b| Xa—8—09(0)46. 证 毕 

对 中 立 型 方程 (5, 16), 由 初始 函数 (5. 18》 确 定 的 解 仍 定义 为 
基础 解 , 也 记 和 做 与 CD , 它 在 和 企 一 紧 集 上 是 有 界 变 差 的 , (5. 16) 的 特 
征 方程 为 

H(A)—A—a—be * —cAe ^" —0 

我 们 还 可 以 得 出 84 的 结果 :(5. 16) 的 解 存在 指数 估计 ,并 且 有 

定理 5.3 若 和 (是 (5.16) 的 基础 解 ,e2>5 避 是 由 总 (好 的 指 
Nie it e EB. ow 


Xa)-| H^ Gd (5. 23) 


或 
LOXG)) - HQ) 
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证 明 完 全 类 似 , 从 栈 . 
定理 5.4 XGA 1608] ERE LX G,0.9)d C5. 160 以 
e Aq SER ELS] E EUIS IE EZ 35 


hii 
z(5,0,g) — X OEKO) epr] X (z—8— r)gX0) d8 
; (5.24) 
Heper e| X (t —0—:)4«8»d8 


其 中 对 620,000) —1:0220, (00 —0.. dr tz, HL AN ohi 
项 #; 若 上 <r, 则 这 种 项 为 ezt 一 r), 它 正好 是 Stieltjes 


积分 一 | ax (t —8— c0 pOD B LEE» Er EJ (0 ORAR €5. 
24} 可 以 写成 
zr(t.0,9)— X UAK —cgxX -+| 文人 一 各 一 ON 


-| (dX (t—0—r:9x0) (5.25) 
L 常数 变易 公式 
73 C. 1505. 16) 一 起 ,考虑 非 齐 次 方程 
rGO)-—arG)d-b6xG-—r)- f) (5. 26) 
r(D-—ar(D0-dbrG—zriM-crüG-r))-4 f) (5. 27) 


其 中 FORMEI O | ase ac b, € R, AE LLX. 26) (5. 2708] 
Ji 17 Laplace? 3& , i708 E 089 70277 EU ESI ÁE D X GO. , 通 解 为 
z6 0,9) STR 

定理 5.5 (5.26) 的 通 解 记 为 x*(t,0,9}. 则 有 


r'GO D —rG,0,04-| XG—9)/fCGMds (5. 28) 
证 对 (5. 260 PHIL £3. Laplace 变换 ,与 定理 5. 2 的 做 法 类 
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LEZ =ATA) CORE i e" p d83 --h ONL) 
出 15.,21) 及 有 有 104) 二 LLCX) 得 
Llr = hirt Lr} (5. 29) 
对 (5. DARRA AME EE ERG. 28). 
式 (5. 28) 亦 称 常 数 变 易 公 式 , 对 中 立 型 方程 (5. 27) 有 类 似 定 
#, 
定理 5.6 对 非 齐 次 中 立 型 方程 (5.， oiy Atti 
| FG) [x&ace an hE R,xG.0,9) E C5. 27 E CO pog PR, SE E 
ERREA 
a0,0,9) =r, 0, P+F XE) fa (5, 30) 
EP xG0 REGES TEIKCZT TE Co. 100 BD EX CO G5. 160 8 
基础 解 ,55. 30) 也 是 常数 变易 公式 . 
证 明 与 定理 5.5 240, A s. 


5. 解 的 精确 指数 界限 


根据 特征 方程 零点 实 部 的 上 确 界 可 以 给 出 (5. 152 €5. 16) 解 的 
精确 估计 . 。 
定理 5.7 设 (5.15) 的 特征 方程 (5. 17) 零 点 的 集合 为 {4} ,am 
= max {Re}), 则 对 YY c> ,存在 常数 下 ta) 使 基础 解 渍 足 不 等 式 

| X (40 | E Ke" £220 (5.31) 
证 由 定理 5. 1 在 


xo-| hh- QDe*dÀ 
其 中 ec 是 充分 大 的 实数 ,我 们 先 证 
xa A^ Qoe*dà (5. 32) 
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M; 


[82.7 
注意 到 在 乞 形 LM LM: 的 内 部 和 边界 上 AWHEA A) 
e" RT, BU 


[uH d.n 


Li ML M, 作为 点 集 表示 成 
Lieti: DAS) 
Lila — DemT) 
M;:lo-ciTi.azexcc) 
M;iia—IT;asiszc 
要 证 (5. 322, HE E T — h} 
| | h^ QDe*dà-—0 
M, M, 
BTE E T E TT, 村 有 
a TOM l | ble Y l 
Oca 2 za 十 | 如 je my 
PACEM HATET, UB ACOSTA XXE 
1 - 2 
A XA x ——————9—————————— RÀ 
| IT lblexp(—sr) T 


于 是 有 
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上 和 :opexaals 邓 fr 一 的 一 0 34 T— co , [n] 8 n] AE 


Te 
MEE Too, 对 这 样 的 了 ,, 作 函数 
gG)—h A Aa) 
出 由 Sati T TET, 时 成 立 
gol o t oo EET 
从 而 有 


I al lalt [bfe lel) 


[lea I| ket caeno 
te) ie} 


其 中 下 ,=const. 又 已 知 积分 | ia) edit ER SCR 
得 估计 

| [aio “led S&K e" 0 
取 K=K +K > EMR. 


有 了 这 个 定理 ,由 55. 20) 对 方程 (5. 15)? 的 一 切 解 便 有 了 精确 
的 指数 估计 . 


现在 考虑 NDDE 
rari) brtt— rt) tertt—r) (5. 33) 
ho —À—a-—be " —cÀe^" (5. 34) 
5 RDDE 类 似 , 我 们 有 


定理 5.8 i6. 34) 的 零点 全 体 为 14} E av Supt ReA,) W 
对 任何 的 a>a613 天 = 天 (使 (5.33) 的 基础 解 满足 


IX G) sCKe" & V X Ke" 40 (5, 35) 


其 中 V don X lrn] E eoe 
证 由 352 第 4 上 段 所 述 的 NDDE focis EE ERE LXV a 
wJ [X[H I AAE S= {4: Ree I H ]—ce *:0,3FH. -i 
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有 界 . 由 定理 5.7 有 
xo-| A7! QDe^dÀ 


À ^! GO RTELSS FR, 
3 20 01 p ate 
ACA . À(1—ce ”YY AC1—ce “ACA) 
BH 
athe * 
xe-| ag ES dt | td 


上 式 中 第 二 个 积分 的 核 与 4 同 阶 , 故 积分 绝对 收 和 化 字 有 (5. 35) 
形式 的 估计. 而 第 一 个 积分 由 于 和 :04 一 ce :在 3 中 解析 ,并 且 
E i 一 p 十 知 ,BET, 则 此 函数 是 周期 为 亿 的 周期 函数 -> 绝对 收 
$C Fourier 级 数 便 


dÀ 


(一 ce 一 2; he" AES 


PH |, le" co. Bc I 
UE i0. 7r ÀrzERO, Dj 


1 
ee die haj Alip Ar) —dA- h 
j. ,AC —ce7) XM Ja 4 P : 
最 后 有 


| 2; alse 5) Ih ete > [Ale 


airt tr) 0 aitt krig Aw 一 


于 是 定理 的 前 半 部 分 玻 立 . 定理 的 第 二 部 分 即 (5. 35) 第 二 式 关 于 
五 () 变 差 的 估计 式 . 注意 到 方程 (5. 16) 的 一 个 性 质 : 除 了 点 Ke. K 
—O0.l.-BE)4R.X 存 在 且 满 起 方程 


X(i) —cXG—r)—aXG tX Gaer) (5. 36) 
id y(D —XXG PG) —aXG H-bXG- 0 , 则 (5. 360759 
vG)—cyG— 2) — PG) (5. 37) 
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由 定理 5. 7 (5. 360 88-8 d EC f iT E 好 一 const. 18 | P C0 | 
« Me" ,再 记 yGZOGetq -PGe-. fü). 37239 
Zi) —cZ G0 -—q) (5.38) 
选择 a 适当 大 使 lc | — ee 7 1,38 E 1o GO 1 是 有 界 的 . 对 Y 9X0) 
€C([ —1.0j, 80, 8I] GE FUGERE CS. 880i ZG) — 9GD 1€ 
[—1.0].58 AJF] Z,G)À 
TO He Oa) te te ra" 


Hi zs ic 二 Mi = et >z «IL w- [AK iO 


Ke" xlv tisk E [zr t] A 
KUO XUDA fns] E[r] 
>V XLKK, re" ER. 
"由 此 推出 (5.16) 的 所 有 解 都 有 精确 指数 估计 . 
注 5.1 定理 5.7 和 定理 5.8 守明, 方程 (5. 150815. 160,24 
它们 的 特征 根 上 确 界 auo 时 可 以 保证 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 


$6 伴随 方程 


1. 常 微分 方程 的 导 引 
设 r€ R'y,z€ R'. AGO nX n WEE IR XAR 
TIDS AG (5.13 
VOSA ydo wE Ry (00 —c (6. 2) 
U 六 (四 为 (6.1) 的 基础 解 阵 , 满 足 
二 ACDXCG) X= É (zB) (6, 3) 


用 常数 变易 法 , 令 v -—X(GZG.iXBZGJGSgM. (A. 
2) 得 
XGXZO A A 
07 


由 此 直接 推出 


ZH =X (mi, Zac [X^ Gd 
. (6. 4) 
x&) X Gc [ XOX Gc; 
为 了 十 (6. 4) 不 明显 地 用 逆 阵 表示 ,我 们 改 用 下 述 方 法 ; 改 记 6. 22 
为 . 
ŻW SAMOO Z(0)—0 t0 (6. 5) 
H BE Y 36.50 PRG HN O BL e RAE 


[Yczoas- | Yea zc f Y G)o(s)ds £0 
0 n n 


(6. 6) 
用 分 部 积分 法 有 
YOZO=| FOY OAZ Gds + f Y G)e)ds 
(6. 7) 
为 简化 C6. o YgGogBEJ/ fi 
YG-FYGoA(O—0 Ox (6. 85 
为 避免 使 用 道 阵 ,进一步 要 求 
Y(t)=1I (5. 9) 


HE AGERA £1, WD 2225250€6. DTE TEUE — 814 Y GOL E 
(6. 9) Xx Eid Y G0. d C6. 708 


zo -[v- (OY Gwl ds (6.10) 


EM 6.1 (6.0 5(6. 8 Fe ydg CEBE RR. uw Sn] o 
f C6. 8029 (6. DES (EER 7; RR. 
上 述 确 立 伴 随 方程 的 过 程 中 看 出 ,7 RETEA 65 的 二 
TAA. EMH. 8)(6. 9} 确定 , 即 它 所 满足 的 方程 与 解 表示 为 
AEL -YGDAG Ost (6.11) 
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YG,D-I (6. 12) 
zo | Yd t0 (5. 13) 
x Xuite. S)BTHE—MELWI Y G,0— XGOX s). 


2. RDDE 的 伴随 方程 


为 了 简化 核 中 变 元 的 记 法 ,我 们 视 # 0 为 和 ,方程 的 基准 变 

元 记 为 上 十 t+, 此 时 考虑 线性 一 阶 RDDE 的 Cauchy 问题 
rtr) taru) Hb a Sw fn 
MIA :Ef ,to e] (6. 14) 
其 中 oGOdXEG t tr 3E SE a GO) 6 G0 F0 95 (2296, 时 连续 (或 
H[ B0. 现在 设 9-0 要 求 (6. 14) 的 形 如 (6.13) 的 解 . 类 伏地 引入 可 
FH ERE w(s,!) MR- FERRARA 14) 的 两 边 , 关 于 = 从 和 

到 + 积分 之 得 


f xs,DzGc 二 nds 二 | uis Olalla tr tolr is) ds 


=Í ei s)u (s.t)ds (6. 15) 


上 式 左边 第 一 个 积分 用 分 部 积分 法 ， 注意 p=0, 有 


us rt -[25 du Gs 1 


——————ár (57- rs 


—Hu«uttr(t] T1 — - | (std 


H sE fta sto tr JET gis = 90;, 须 作 如 下 改写 
| 5GyuGsDa Gods u (s-Er.DbGH-DrG rds 


这 样 一 来 (6. 15) 可 改写 为 
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— TS. 


utt. DrGEo[ f Halst tou CF nr. 


—A es t 


— at c Eu G.DaG)) 


。 zGDds- | u(s.t)e(s)ds t 


(6. 16) 

我 们 要 求 a(s,t) 满 足 伴 随 方程 

LEM D. Fast c DbG D tuls tals) 0 

Ud Tst str (6.17) 
T B e E 

EP EuGuDaG) 0 £— ts 

u(s,t) 0,25 st 时 (6. 18) 
此 时 由 (6.16) 有 

ra+o=f uls tw Yds >t, (6. 19) 
X. Hi (6. 18) 积 分 可 以 确定 ust) A 

«Gu —exp| a Gds, t— risa | (6. 20) 


在 Le 一 本 上 由 于 (6.17) 的 沿 负 向 求解 相当 于 RDDE ,所 以 当 1 守 
t, 时 满足 的 C6.17)(6.18) 的 a(ts ,tf) 存 在 唯一 . 

现在 考虑 RDDE 为 线性 雪 洁 量 方程 组 的 情形 , 设 0m rinm 
e Ty ER", JERA, X nox n Bet Cauchy 问题 


TEHE 22 AGO Er) m fF E (6. 21) 
TSO t€[n.aTrn 
可 以 用 类 似 的 办 法 求 (00 m 9G) 20.£€ Droit n, NEUE L2 109 
td t EE AGI FOOXEBES x GOXE SE, ERER AM xs 定义 在 
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t, $e [t tod rA d E: E 5€ Lio; 直 时 关于 $ 连续 ,满足 菜 件 
agri 一 人 [tt 十 Fr 


(6. 22) 
uitt) =] ssi 
定义 伴随 方程 为 
CAE e Mun DA Gr) =0 
(6. 23) 


TTT EDs E Cad) 

ERP sE Gooti smt rnG—0:luees mobi ERE XX 
右 导 数 . 同样 可 沿 负 向 求解 得 唯一 的 a G8. 

注 6.1 ul aR E sE [uta] EE MHE sE attr] 
上 由 (6, 227 定 义 ( 这 本 质 上 并 不 需要 ,这 里 仅仅 为 了 简化 ). 我 们 把 
类 似 航 结果 写成 定理 : 

定理 6.1 i>r A FAW G=, ,im 都 是 连续 
BJ ru GE B C6. 23) 确 定 的 手 阵 函数 , 则 56. 21) 满 足 初 始 条 件 

人 (人 一 一 站 t€ [rt n] 

的 唯一 连续 解 可 表示 为 


Cr) 一 | ust) fl)ds tt, (6. 24) 
证 Ħu DRU 21) 并 从 1, 到 + 关于 ;积分 ,注意 到 


«Gs, 
OD EE s EBDE uG OEF s 是 连续 的 ,用 分 部 积分 法 
有 
ur n) | jus. LSD, (sr yds 
+ Xj us A) As a G--r, ds | us t f G)ds (6.25) 


由 于 s€ Ut n IBI Go —90. di 
f eA coro f us, Gom Hm rds 
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=-| us r,tA;GMTrorGMTT)ds 人 一 站 17 (6. 26) 
ta tr, 


由 得 出 与 (6. IDAMAA A C6. zm . =| * 痪 C6. 220g 


Gro | coe Sultra DAGTr)) 
15 i æ} 


. zGn ds | ust) f GO ds 


(6. 27) 
HF ul ,四 满足 (6. 23) 一 定理 成 立 ， 
现在 给 出 定理 6. 1 在 稳定 性 方面 的 一 个 应 用 ，; 
定理 6.2 BAO, BOGS), lenem £2: 时 连续 ， 则 
方程 


二 十 mw) 十 24 CAO BG Gb) >te 


(6. 28) 
的 一 切 连 续 解 当 上 一 < 时 为 有 界 的 充分 条 件 为 
《1]1) 无 扰动 方程 


icu) 3A) m0 (6. 29) 
的 所 有 连续 解 当 o AR. 
of I B, || deo (i=0,1,",m) 
(3) "e | «C, —const. zzz, ,s€ [5 2] 
其 中 zs , 昌 是 由 (6.23) 和 (6. 22) 88 8E B ER C. 
证 (6.28) 中 记 
一 Y Bore rto 
便 可 写成 (6. 21) 形 式 , 设 ?0 十 ra) 为 (6.29) 的 一 个 解 , 那 末 出 线性 
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和 登 加 原理 及 定理 6.1,(6. 28) 的 解 可 以 写成 
rG-4d-r,)—yG-4t,)— x uis OB; ritr dds — (6.30) 
其 中 >t HRDO E yat SC 及 


[zten KCC, Y LB I z+) ide 


<Cto S [^ Iren M inno lds 


用 Gron wall 不 等 式 得 
helt ra) | <sCoexp LC, Df | B,G-rr;) li ds) (6. 31) 


再 由 (2)=> 定 理 结论 成 立 ， 
3. NDDE 的 伴随 方程 


考虑 一 阶 系统 的 Cauchy 问题 
rG--r)d-aG)rQG)-rbG)rGO Fe rt r= f) 
leon tE [tast tr] 
(5. 32) 

其 中 设 从 所 及 pOint tr] EE ab O 6t 是 
EHO h A ttr 处 视 为 单 全 导数 ), 如 第 一 章 所 述 ,Pt) 
Bk to Her (Gk — 0,1. ) 外 连续 ， 

设 als) 连 续 可 微 , 伴 随 方程 的 核 #G,t) 的 定义 如 下 ， 

BE u(s,024 sE (5 天 1 一 zz01,2. >》 时 满足 伴随 
方程 


RED o Gd eDaG Deu GT b DbG 
Hulsel) —0 (6. 33) 
满足 初始 条 件 
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u(s,t)—0 s€(.ttr] 

uis f=] s—t 

并 有 征 进一步 满足 条 件 :函数 
usto) tuals Hr Dals +r} (8. 35) 


X sE La 时 是 连续 的 ,于 是 56. 33) 沿 负 向 用 分 步 法 可 求 得 唯一 
解 TM REEN y tst — r,t—2r,7 lb af SE A A A E 
点 ,* 同 理 (6. 34) 只 是 为 了 简化 ,本 质 上 并 不 需要 uG.r)—0,.s€ (t.t 


Tr]. u 
现在 由 (6. DAAE o GA #6 到 + 关于 5 积分 之 
f uis, DLTH +a (ids +| uis brids 


fü 


(6. 34) 


«f us DeGyaGH-Dds | uls tf G)ds 


(6. 36) 
由 于 每 个 被 积 函 数 都 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 .所 以 它们 在 ;€ 
[4,,t] 上 是 有 界 变 差 的 二 (6. 36) 每 个 积分 表达 式 是 : 的 连续 函数 ， 
喜 用 分 部 积分 法 并 注意 到 x 二 0 tE frototr] wls,t)= 二 0.s 
€ (tt 十 rj 有 


f Cu GD Ha Gk Du Gr. ]2 G4-04s 
-zoro-[ u(ssti- a(t-z)u(s--t,t) rest+ rds (6.37) 


=-zG+o 一 | us, Ur(d- 2)--ats)x()2ds 
X gico. 342 E] 
f «DEG Gds [ u(s--r.t)5(s-- tor cds 


(6. 38) 
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故 (6. 36) 化 为 
工人 十 工 ) +| (— ERG. ra GA DuG- r1] 
Fate bt tu cls) Gr nds (6. 39) 
=| u(s,tof(s)ds tt 

He. 33) 代 入 即 得 
xa n | fuls as Eto (6. 40) 


现在 的 情形 与 RDDE 不 同 ,为 了 给 出 解 的 稳定 性 的 充分 准则 
immu rGs-d- rf). i uls DTF i 连续 可 微 ; 则 H (6. 40» 可 直 
接 得 出 


(5) 二 forf HOP flods (6.41) 
(B 3: pi EPOD eiie e nr 处 通常 是 不 连续 的 ,于 是 (6. 41) 要 
修正 如 下 ， 


由 于 É635$:e€[n.t]es—hdar0,1,7 B] ESE LI ut, 
"2E sc [to st is36t—nr(n—0,1,.-OB ES. M :—r. 不 是 T 的 
倍数 LU E SR tnr) Gon) RB BEER IH. 40) 可 记 为 

ri(t-rI)— 


i fu tar 1— (UN — lir tst CR. 42 
f +Í cb peMMPT ew MORET | 


其 中 六 EB £256 4- No —c1. dix 
| i u (spo fF dls 或 | «e sds 
EN 


对 上 求 导 数 分 别 有 


uCt4- ir, Dfatf are ——L— fd: 


-utide pio P" EE 
tp Tt 


Hp 5 f. 42) 中 出 现 的 整数 . 所 以 由 56. 42) 两 边关 于 上 求 导数 


得 到 
TCE 二 rt) = 


t= hr Ett 一 【人 一 1 ot Mr 4 
oo TM 
与 f— Nr tatr r—r £T Nr! 


N 
4-fG)— V fanr) ult —n74-0,0 —u(—nt-0,0) 


mc] 


= ft) +| UED f(s)ds 


AD 


— 4 Gs 


N 
一 DJ fu—nr) CuCt—nt H-0,t€) —u(t— nt —0,1)J 


h -1 


£7, Et Rr. 1.2*-^ 
(6. 43) 


注 6. 2 x3 app PERDE HE REI HE GULUR Ordo 
证 明 与 下 一 竟 类 似 ( 参 看 [4j 第 10 章 ). 

定理 6.3 aG) Ghb ecit a a E 
续 , 且 alt) 当 41>is 时 有 连续 导数 ,如 方程 

ratr teata Ir) Hb GO rG) 
piei parar fh (6. 14) 
的 所 有 连续 解 当 上 一 cc 时 为 有 界 的 一 个 充分 条 件 是 

(Drut tari HEN )dTeGX GA D0-08&sc 
当 上 >” 时 是 有 界 的 ， 

(22t— xb] a GO, GO ec Ce 


]u& 


G)| ia CO | 15,031 H- le (GO dto. 


(4) us.) | e. 一 一 一 一 ati r) | &£, const, t£, SC E7 " 


且 ea oa) 
其 中 aks ,是 由 方程 (6. 33» Bog E TA. 
证 设 36 十 rz 是 条 件 (1) 中 齐 次 方程 的 解 , 记 
fG)-——a((xü)—bGxG -—aa-zcato 
由 (6. 400 C6. 44) 的 通 解 为 


zG 十 D=3yG 二 9 十 | us t) f G)ds (6. 45) 


«C6. 44) 写 成 积分 方程 为 
z+ =yetr)—| u Gs Ca, GYzG) Eb Cs) x) 
ín (6. 40) 
Teu Gx GT rT) ds 
X HiC6. 432g 
rG-HrD--—aGzrG)—bhG)zG)—coG)xGMcoO04vyGE D 


-| SP Ai 一 二 la GO)xGOT 5 lri) te lsrls Hr) ds 


+ Y (a, (—ntYr(t —nt) +h (t nr)yx(— nr) 


Ræ) 
To G—n0) x(G—nrd 031 G—n82t743-0,0 —uG--nrt—0,:)3 
[LU .4y5ty-- £5 ,8—1,2-- 
(6. 47) 
这 里 入 是 使 c Neu 成 立 的 最 大 整数 . 
由 定理 条 件 (4) 有 
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[z(£4-D |t | yo e) +K la CG) Fh rl) 


To GO)rG-4H 7 |ds 
[r+ [xz | ve 02 | P da Gr hr) e GG D 


+K,| lax G)x Go d-5 GYx GO e GYrti-4- 2») ids 


N E 
T2K, M |a, G — nz) G—nr) th G— nr) xz (G— nr) 


"md 
TeeQG—nvc)r(-—nr—:)| CEt tt Rkr.R—]1,2:5) 
由 条 件 (3) 沪 存在 函数 g(1)-*0,t 一 oo 且 满 足 条 忻 
gG)zmaxt( la C] + i5 CC | + [a (t—T)1 EM i) 


MY Con 成 立 , 而 且 有 | acodsscoo th y y HAREE 


|zG H7) |SK, -K.[ g GC axGo HG) [ds 


(ET 
HK gG2 lels) jds, tta 
rÆ +D Ke drar O DeO rua 
t - 十 了 
*K.| g GO€C[xGOd- x GO | Mds--K.| gc |x €) [ds 
to to 


N 
AK, git —nr)C|xG—noO j+ lenr) |) (6. 48) 


^" x Ü 


USE d kr k=l, 2 
il zG» | Sj d 1x l 3EBC HS SEA eR & EXE IC 


" tr 
l| ec Eo | LK +K a eco M as 
Ë (6. 49) 


M 


TK, >g nrt) xn) | 


A = i} 


Br GO max | z(s) | RI as ORA A 
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M 


N 
Dj gG—nr) | 人 一 zf Il x gano (?—nr) 


1 N t—üin—titir 
«ix gG— t) Gi ds, (6. 50) 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 因为 Ba, 故 
1 i—ntJ4 T 


= gis Trad Zeg(üt—nr—r)n G-—ntd- c) 


gCE— HIT nt gt nr rt nr) 
由 《6. 50) 及 (6. 49) 有 


l x4» i KK +K:| gnls)ds 


HET ee 一 ma (sdsi 
或 者 

n GEOSKEK[ gna (s)ds (6.51) 
由 Gronwall 不 等 式 , 有 l 

rt 十 口福 Kexp( 天 | geds) (6. 52) 


GM. BER. 

对 中 立 型 方程 组 不 难 推 出 类 似 定理 ， 

关于 线性 DDE 的 稳定 性 理论 .振动 性 与 渐 近 性 、 周 期 解 与 概 
周期 解 的 存在 性 等 等 将 在 相应 各 章 阐 述 . 
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线性 FDE 


本 章 并 述 的 线性 FDE 基本 性 质 是 上 一 章 关 于 DDE 相应 结果 
的 直接 推广 , 


$1 线性 性 质 与 整体 存在 定理 


1. 线性 性 质 


记 o 为 初始 时 刻 , 取 EE 一 Fe 一 r,o] ,初始 函数 为 p(9),9E 
[ —7,0]. ZFXo.05) ,RD 是 [eee) 上 局 部 Lebesque 可 积 癌 量 通 
数 全 体 构 成 的 空间 , 算 子 工作 ,内 : 玉 XC 一 尺 " 关于 ?是 线性 的 , 则 


线性 FDE 的 齐 次 与 非 齐 次 形式 为 
rG)-—LG.r) (1.1) 
xrG)-—LGzx)TkG) (1.2) 


其 中 是 右 导数 ,hELY(fo,o0),R"). 
(1.22)0:: e, ERXC 的 初 值 问题 等 价 于 积分 方程 
zi) — 90) | Lr ddst ['hGods n m uz 《1. 3) 
Er (aA r 09 2T SII CI. DstG,ge.QG.o mm, 
a, ER, M TH =ar, 十 有 rs E. Dilie ap T p, BOSE. £r. 
a, iO. 2) Co MIR LUE ar: 十 Br 十 工 是 (1.2) 的 解 , 凡 此 等 
等 ,可 以 验证 第 二 章 $ 1 中 指出 的 性 质 直 一 他 对 方程 (人 1.1)501. 2) 
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仍 成 立 . 

对 线性 算 子 Lngd Riese 表示 定理 存在 满足 第 一 章 $4 
PAREREA aX EET RU OM mO) ELR, R, Ix 
各 只 ,VEC 有 

La. -[ CdR G,8)19X 6) (1. 4) 


5G 99 | im G5 lgl (1. 5) 
后 文 需 训 扩展 RG OT. 0 WIE X EI 0€ R.Fl IEDER 
之 


0 620 
roire. 8€ (—r,0) 
RG,—r) 6x—r 
显然 , Var gt, * )x;mG). 
《1.2) 的 经 典 形 式 中 最 典型 的 方程 是 
N 
iQ M AzG- m) AG DUDRO) 
kl (T 


(0.6) 
其 中 AG GO S :xXTPeoupmiE.HfdrifaocLx- 
Ge ,R) [i18 


Í ACOROJ IKa ie 
xlv tC RagCC Wr. 
方程 (1. ORO 2) 最 典型 的 特例 ,由 于 其 中 有 分 布 时 法 的 项 ， 


ETE DDE ,但 第 二 章 的 有 关 结 论 基本 上 都 可 以 推广 到 (1, 6) 上 
去 . 


2. 解 的 指数 估计 


HRR. DP LG o EUG. 50, gh GO. 2) 对 应 的 积 
分 方程 (1.31 有 部 下 估计 
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[zx0) ILIO) +f LG a) e IAGOldsst€ [0,5 
B igolisx iei = sup, | i 及 (1.5) 有 


Jal < lpl+ | Im) laidst [Ih co ias 


由 Gronwall 不 等 式 有 

icigl 十 | AG) dyexp| midds (1.7) 
E 1 一 0, 则 (5. 1) 的 解 有 信和 式 | 

lx | Ielexp mds Q.D. 


所 以 (1.1)(1. 2) 可 以 施行 Laplace 变换 ,倘若 工 是 自治 算 子 
的 语 . 
3. 解 的 整体 存在 定理 


这 里 给 出 的 整体 存在 定理 适用 于 工 (1, XE SEEN UE 
Caratheodory 条 忻 的 广泛 情形 . 

定义 1.1 设 2 生 RXC 是 开 集 .f ;2 一 R" 称 为 在 LW 上 满足 
Caratheodory 条 件 , 若 (1 内 对 每 个 固定 的 关于 上 可 测 , 对 每 
个 固定 的 :关于 8 连 续 ,(2) 对 任意 给 定 的 性,PE OQ. FEC mH 
AER V GoM Lebesque RAR m E 

Fap Eim G 0€ VG.» 

车 Fr, 风 连续, 则 必定 满足 Caratheodory 条 件 ,对 线性 算 
TLA WRO DRY WLO pp E Caratheodory T. 

B C. 4048 0. 2) 的 Cauchy 问题 改写 成 


xay [ corna he (1. 8) 
r=) tE [o—r.o] 
相应 的 积分 方程 为 
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zoo (dns ,OI rs HHG ds 


ri =g) Elore] 
为 方便 计 称 ?4 的 所 满足 的 第 一 章 $4 的 全 部 条 件 为 ;条 件 
O2 ,不 必 费 力 论 证 便 可 肯定 我 们 的 问题 可 以 化 为 (1. 9 的 往 在 唯 
一 性 问题 . 首先 有 
5|f8 1.1 E x Got R.ExESE , M 


xp (dot 0) 3a (十 日 (1.10) 


ER FEZ. 
证 Xt rA e 10) 有 


[EKIS caer toa 4-0) 一 cue 5 


(1. 9) 


az, 2-0) | 十 上 (dgyt OI Ge (的 - 人 十 的 7 (1.11) 


BUE G.,) 满足 条 件 Go MART LG p r rS dic ifa 
2 的 连续 性 推出 (1.1 右边 两 项 都 艳 于 零 , 引 理 成 立 ， 

定理 1.1 Eye OREA G), d. D lep RE Le, 
oc) EF EHE 一 . 

证 AEF EH, EL) E ERFA 

z (t)-—g(s) 


xttl 一 ro 十 | | Coons ‘Cs+0) ds+ | h (sjdstl. 12) 


其 中 ax GcLT-gG-cT0.8€[—r,0]. 由 引 理 1,1 推出 诸 (OE 
[oro ERREEN. 

TERS- REN 6 [0.092 EN ^ 在 区 间 [o,5] 上 上 一致 收 
$i. 事实 上 对 一 切 上 有 
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iac 2o | [TT cacher 


—a* 34s | T || atem tct p 7 as 


(1. 13) 
记 vGMXEÉ ye ADEL —7,0) EBS 48 E525 e XEIX IR] eo] EF 
w= sup vi’ H 
Eteh] 
w = sup latis) x tts) | 
TEE 


(I. 14) 
£€[o,00) 1,2, 7 
故人 4.137 有 
Ix** 0) — 2*0 Il etcoecods 
i (1.15) 


otl(t) = sup, Ix** 105) — z* (s) e| ads 
aime T 


id l=sup |& GO! g= sup. eC» |. WEL t] EA 
[EOSO | oH G— 0) 

即 | 
a! QS (go D G-—0),:2€ Eo .5] 

用 归纳 法 可 得 


ENT 
PG) Gu Det EE oiu. ae Gb] 


由 此 得 出 级 数 之 CD) 一 2 为 收 敏 级 数 


Lk] 
2 5 | (gu DG) 人 


为 优 级 数 , 由 于 它 的 收 仑 性 xGTEo5]E— Sie a. B limz^() 
=r a0) «01€ [aro] STE 
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lz 一 wo 一 | | Gd, G8))G- ds | has| 
< e—a t) | +| Ji CR OI CASH — a G-0) | ds 


x dxQo-—2axt t! «f sup |z'6)—2() [o Gods 


(1.16) 
对 每 个 t€ Lob], Eco 时 (1.16) 右 边 两 个 被 如 项 都 趋 于 零 , 由 于 
是 任意 的 , 解 在 [ec,co7? 上 存在 . 瞧 一 性 的 证 明 作 为 练习 . 
现在 推广 定理 l LETEO. DH LU, OWE Caratheodory 
条 件 AELR, R), MEC RMFAETEXEHPE-. 
这 里 指 的 是 广 愉 解 的 存在 性 , 即 TEE xD € C(Qa—7. 99), 
RU ro 一 Pt 在 [ccco) 上 绝对 连续 且 几 平 处 处 满足 (1. 2). 


$2 线性 FDE 解 的 指数 型 束 减 


EM 2.1 尽 + 土 的 函数 zt) 册 做 是 “ 趋 于 零 的 速度 快 于 任何 
指数 函数 " ROV. RE Rire 0, 34 roc. 

对 线性 常 微分 方程 已 知 有 如 下 结论 :线性 自治 系统 ,线性 同期 
系统 .有 界 系 数 的 线性 非 自治 系统 都 不 可 能 出 现 解 趋 于 零 的 速度 
快 于 任何 指数 函数 的 情形 , 对 线性 自治 FDE 这 个 结论 保持 成 立 ， 
但 对 周期 及 有 和 田 系 数 的 线性 自治 FDE 则 有 反倒. 

例 ] 考 虚 线性 周期 系数 FDE 

r()-—sintz-—2z) (2.1) 
RCM, E SEU a EE PI p NEILLPLESMUDE RET 
e 7" PG). £O. DISÍTE— BER e—1 所 决定 的 子 空间 E, E 
的 投影 为 零 , 则 必 对 应 了 (ce 十 2 的 谱 的 起 元 ,此 时 解 (0: 9— 
Pp) 一 0,t 一 co 快 于 任何 指数 函数 . 

例 2 对 有 和 界 变 系数 线性 系统 
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q= — te 7 "zri(f—1) 


(2. 2) 


它 定义 在 [一 1.20), 有 解 (OO =e-' ,显然 此 解 趋 于 零 的 速度 快 于 


任何 指数 函数 ， 
现在 讨论 明治 线性 FDE 
rüu)-LGO 
其 中 计量 COSE XE LLGDICRSB3 7 使 


L(g) = | {da 0) pO) 
令 re RAO, 4) 得 
Ie—LG S. n-[ Cdp ( 0) Je? 


As) =s1- Í Cd 92 (8)3e7 


hG»-detA() 
ACGOBS PE A !(s)—adjACGO /detAC. 


8IR 21 (RO= | ere r)dr 


X G)detAG) — eG) 


"ü 


e" T y(u du 


F 


gG)-—adjAGO (r(ODe "rs 


J 
6 6 
-| (dj) || 7777" du) 
证 记 X()=| erode 

Xi) -['e*ze-oa 
fj 

enc erod e "rG du 
0 —r 


T 
—eUX(s)-re^ "| e "r(u)du 


由 (2. 30 RHET Laplace 变换 ,注意 到 (2. 4) 有 
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(2.39 


(2. 4) 


(2. 5) 


(2. 62 


(2. 7) 


(2. 8) 


LUÜr(GG]-—sX(s)—2x(0) 
LEL) J= (dag 0a 0-62 


-| (dy 3e*C | eradet ferud] 


-X(G) | "Cdn e+ | ' Cdp (2 | ‘emer ta) du 
—r —r L] 
合并 之 得 
ORELOR CGI Cd g(8) 3e? 


b b 
十 | caacto emos 
一 8 
Bi ERG. 88 
2 0 ü 
co 一 LODI 1X G) m 20) 4| (dab) | etr o0du 


AOX (5) 2 AGOe" X GS) -AG[ e "r(u)du 


HOERA 
AG X c) 4- AG e" (du 


ü ü 
+| tec e “+r(u du 
—r 日 
个 
=zr(0)+s| czt0dz 一 | CETORI € "ar(u)du 


—r 


ü LH 

+| | 已 一 二 
—F 如 

最 后 得 


XGy- A7 GyGtDe7r es | ee GDdu 
; E (2.9) 
-f TEOSI! e =Y v(uDdu) 
注意 到 AC Go) -—adjAGO/detAGO d C2. 902 3[HB 1. 1 成 立 ， 
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对 天 (一 detacs) ,我 们 定义 它 的 型 和 阶 ， 
定义 2.2 ta) 的 型 (Type) 定 六 为 


r= lim "lee ldet. AGO | S TypedetA(s) (2. 10) 
ADRI EXA 
d —inf(Aj;hG) =0 exp [5172] £2. 11? 


P gGYNHL ACOBIE X H [s| m oo ET 
gG»-—0O(|s p= e Res) 
hG) —detAG) =0( |s|" e^ Res) 
Br EAS gGOAC GO) Ar EAE ECT Le € e detA - om Pr x1. 
从 而 X GORIE II 
引 理 2.2  (Palay-Weiner 定理 ) dr s— p", f GS, 
ERMET OcCIs[ 2 id 


r/ (0) =lim log |f Coe) | 


(2. 12) 


m 3X 


刚 对 ec [了 buo) = —'Typefcosó, TE 8 HEELS Si 
SED Bus AA 
r/(6) — lim 7 log | f Goe ^) | 
定理 2.1 对 线性 自治 FDE(2.3) 在 [一 r,ee) 上 有 定义 的 解 
zt， 它 趋 于 零 的 速度 快 于 任何 指数 函数 , 则 当 zzzrGa 一 说 一 时 
xr -—0,A2dÉO.3Ó ME EE. 
证 由 (2. 12), 在 虚 轴 上 有 
gG)—XGhdetAG) 一口 (| 一心 
hG) —detAGO — OCIsl2, [slo 
由 市 
TvypeX (5) — TypegCs) — TypedetAG) 
=Typeg is) rra T (2.13) 
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HG. 132 E 3[E8 2.2 即 得 定理 结论 ， 
$3 常数 变易 公式 


(1. BIS xG a p OE. 9 天 是 线性 映射 . 

E h€LGab].RO.L, 中 所 有 与 声 几 乎 处 处 相等 的 元 全 悼 
US L Cab] R, E E J& L 的 一 个 等 价 类 . 

引 理 3.1 HTL Qa 6], RO--R 是 一 个 线性 连续 算 子 . RI 
TEXEME—— 4 n X n KAEV, bE [a,8]( 除 了 关于 8 测度 为 0 
的 集 以 外 ), 它 是 可 积 的 且 本 性 有 界 ,使 得 


Th= l'vct»hebas, hE L Cab] R) 
由 Riese jg XH V (OFE. 


定理 3. 1 (HATRA $ AEL" e, w) R, DE 
(1. 2P LG 92 RE A E Ge , 则 它 的 解 可 以 表示 成 


TIET, ph) =t, P, D+ UGA (s)ds,tzzo 


"- (3.1) 
其 中 (tye,g0) 是 .1) 过 (5,) 的 解 , 面 UG,s) 几 乎 处 处 满足 下 
列 方程 


LU du Es 
ull (3. 2) 
O,.s-—rELEMLS 
或 者 
CPU NS 
(3.3 
srg 
Ue. Sr 
了 一 5 


其 中 心 ( ,000—UG-4-6, rg 0so,U G s) p fide de e. 
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证 由 rc, G, z 2300 € L ilet], RO, 3H 3. 1 保证 存在 
Xn REL tG, * EL (To t]. RÝ), £zo 使 成立 
x(a,0,h) (= fu: (t.a ,s)h Gods (3. 4) 
先 证 Ut Gop e 无关. | 
aclod HUE k€ L (Lej ROE BG)-— 0,85€ [a.a], Wil 


r(o,0, 42 (0 — r(a,0,82 Q2), ta, DH 25 t€ [0— mr. ]B] r(o,0, 
E) —0. SEXIV && Lar] RT 

[cu a.0,5) Ua) Gdso (3. 5) 
ELSU’ G, aD =U" Q.,o,0XT; 几乎 处 处 成 立 .由 于 a o, 
tz 是 任意 的 , 邦 U'Gg,s) 与 ga JU X. X 

站 一 c 

Us| PODES 
U * (t,0,s) zs 
(3. $0 RR U GS SE XE tsr E, EE: o. 

(1. 24E BO0 时 的 等 价 积分 方程 为 


x) [LGsnods [^ G)ds (3. 7) 
由 (3. 4) 和 (3, 75.18 

[va AG [Linde h (sods ta (3. 8) 
再 由 (3.4) 有 

RORA SIE += UG-4-0,hG)ds (3.9) 


(3. 6) 


id 

LGsz)m[ denCs,0) r+0) (3.10) 
EG. 90 rB c HOS sss WA u EAG 108 

LG.z)-| AGS UGhuDhGOdu — (3.10 
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用 (3. 118A G. D 
E Ii F9 4g 
[Uc shcoas- 二 Edas U(s+0,u)h(u)du} ds 


十 | 4 (sds 


= f (| Cds 0) ]| Ueta sudh luddu dds Z Gods 


交换 积分 次 序 得 


[Ue odf] f f CA OYU G--8 ds] h GO du 


cas 


-fff Ca Cur OU Qe--0 du hs)dst+ {hls)ds 
对 一 切 EL(oyij,R"Y, 由 此 得 出 
css (diu OU Ci--0,5) du 1 (3.12) 


XCF os JLOE Ab Abr Sr EE SU CS. 100 069 AE AU G O9 EG. 
2). 由 线性 性 质 
za pA) =x itg p 0) H- mr(t,a, 0,4) (3.139 

HG, DRAG. IDEE. 1), EREE. 

推论 3.1 35s HE JTERG DAER, EH rs 时 连 
Hos sen mtr. 

推论 5.2 Si AUR BRI LG —LOG9 ,r= 二 const. 则 定理 
所 决定 的 UU 成 立 


det 
Ua, =U as D —UQ —35) 
并 且 


TAT PAR) = PO) O+ ['Ua— 9564s 


r9 fg (3. 14) 
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REG. DAR JH AIEA 
L. 写成 C 空间 元 的 表达 式 
由 (3.1) 有 
Tap ht = ro p Ort) 


Ei 
+Í U (t 4-8, sat ds ,tt Ha 
e (3.153 


x(ga, qu. AGE, — Xt -085, 
t3-OC[s—r,e],8€[—r.0j 
E] AP sorte Uate oS hA 
mrGa.q,00) GT-00 =p ate orit t ta 
我 们 有 
sap h G4 D z(.9 0) CD H| UGHA Gd; 
t20g,— rt. 0 
D 
zlo ph =r Ge od U 113 下 (8 人 5 to 


I. 改写 成 解 映 射 的 表达 式 
id zG.gÉ0) T Go). Wl T G.o)3k A BB BE RE — T 
EART. ER E HUE BOE RAE HR RA. hT >s ILU GL) 
关于 + 上 连续 , 故 由 (3. 2292 str 时 ,U 关于 有:- 阶 连续 导数 一 
(3. 3235 t9s- Er 时 关于 几乎 处 外 成立, 虹 后 得 
U,C* s TG,X, 
0.—rz0«0 (3. 16) 
| L6—0 
ZEH s 为 初 值 ,此 时 常数 变易 公式 写成 
x, Gol) TG ner | TG, Kh di (3. 17) 


ES. 417 中 的 积分 表达 式 先 在 4 处 取 值 , 则 得 到 R^ 中 通常 的 Ric- 
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0 


mann 积分 . 
《3.17}? 虽 然 与 常数 变量 公式 等 价 , 但 它 有 很 多 方便 之 处 ,因而 
常 被 引用 . 


$4 形式 伴随 方程 


上 一 记述 及 的 三 种 常数 变易 公式 是 等 价 的 ,它们 都 是 由 两 部 
分 组 成 的 , 骂 齐 次 方程 (1. 1) 的 解 与 一 个 (3. DREG. D 的 解 之 和 . 
这 种 做 法 是 用 了 常 微分 方程 的 一 个 基本 思想 ;由 齐 次 方程 的 通 解 
地 一 个 非 齐 次 方程 特 解 以 表示 非 齐 次 方程 通 解 . 如 第 二 举 中 已 说 
明 的 那样 ,为 了 避免 常数 变易 公式 中 出 现 基本 解 阵 的 道 阵 等 原因 ， 
需要 引进 伴随 方程 的 概念 . 

本 节 给 出 的 "形式 ”伴随 方程 只 是 常数 变易 公式 更 详细 的 表 
示 , 这 与 下 一 节 论 述 的 “真实 "伴随 方程 不 同 , 后 者 是 用 空间 的 
JE Sg zs 8] ep LECT EL Heo TE BR Zr Fe d. 

本 邓 的 目标 是 用 形式 伴随 方程 的 矩阵 解 来 表示 人 1.1) 和 (1. 2) 
的 解 .当然 ,表示 时 雪 用 到 上 述 的 常数 变易 公式 . 

设 TR", 考 虚线 性 FDE 


Fr 一 La 一 | (dug DLUH) (4.1) 
HP pO, O4 non RRR, A E AR PP Oo. 对 应 的 非 齐 次 方程 


rG)-—LU.r0dhG) (4.25 
h.R—RCSÓEISEERLELS BEC 由 常数 变易 公式 (3.1).(4. 2) 的 解 可 写 


GA) ro gO) hd Lg 


C1. 3? 
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上 一 节 指 出 UGG REG. 2. 我 他称 
yG)- yl vas ada const. (4. 4) 
3 (4. 2 的 形式 伴随 方程 , 则 局 Grey 与 (4.4) 的 解 阵 有 关 . (4. 4) 中 
y En 维 行 向 时 ,其 全 体 移 成 的 空间 记 为 R. 
设 B u[—r.0]—R' 的 全 体 ,y 在 [一 r,0] 上 有 界 变 差 ,在 
(一 r,0] 上 左 连 续 ,在 0 处 等 于 0. 车 定义 范 数 为 “yy, 则 B, 是 


一 个 Banach 2 fE] , Fi Hz 2fi Bic de R BT uE BR. 
定理 4.1. XIV rC R,p C B, 方 程 (4. 4) 存 在 唯一 的 y: R- 


RR" ,使 
(OsE Lt, 50) 
HORSFN [t7 r.a] (4. 5) 
HEG. DH y»—4,5€(—co.:—r] 
证 明 略 . 


类 秽 地 我 们 可 以 用 映射 来 表示 ,对 ¥ sf,y? gg LI LV 00 — 
ys 二 0 20) 二 0, 则 当 sce 时 (4.5) 可 罕 成 
y= yy 
RSS T TG.D.B B, 是 有 界线 性 的 . 
本 节 的 主要 结果 写成 
定理 4.2 设 rtt,o,g,h) 一 +(2) 是 (4.2) 在 [o,=<) 上 的 解 , 则 
对 Y ize 


x -YcOso» | d,([ Yada Bada} eP 


PY coh coda 


C1. 0) 
Hop YG.O09 nx aA 


[0.01 


Yen (4. 7) 


1— [Y (es rgia oda Ot 


mE Yla nE rz. RELEE. RTF o 局 部 有 界 变 差 , 关 
于 几乎 处 处 成 立 了 Kai 一 UGQ10) ;这 里 Uttyo) 是 上 一 节 定 理 
3. 1 中 定义 的 函数 阵 . 

证 由 定理 4.124. DREE Y G DKT a 局 部 有 界 变 差 ， 
#E Yle) EEA Wiat) i Wis =0, eSt. 


West) — 6.010 | Wea eo Ma iz 
EAH 7) 两 边 对 z 求 导数 即 得 . 不 难得 出 知 式 
[WD [SC VarW( + Ost Goexp| manda (4. 8) 
其 中 min JAR L 可 积 ,满足 17G * 2| zm GO Xf £260. H (4. 878 
1 二 | Wis dei 'C- 26.0 


LA 
交换 积分 次 序 得 
7+| Wc. Dde—1— | g(a.a — ada 


-| | Joris oar] (a.a —a)da 
一 了 一 j G-- [Wade o— do 
这 表明 | We.r)dr 和 了 (at 一 样 满足 方程 (4.4) XT rz. dH 


解 的 唯 - ESY (an =I f Wia.ndr 请 论 下 在 紧 保 起 绝对 连 
EKET EIE LUE 
BOJE. Diliai pi S.H ab4pHIARIE HIERÉS OO 
tE AR. RIE 
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f GLY (e,t) eCa) [ Y(a,0d,r(a)— —Y (g, tric) 
(4. 9) 


C4.9) 中 的 积分 项 都 可 以 换 为 | 。, 因 为 CORE C 2) 的 解 ,E>>a 时 
绝对 连续 ,oa Bf Y 0 limY rlo — 0, ffi EL Y G0) =. 


一 个 积分 等 于 一 z(9 十 | LY Got). 
Bf CA. 202] ZIEL Y Qo. o | EET 
2G) —Y 20 | Y (ah aoda 


(4. 102 
- [casos - [Y ta. La. de 
扩充 ?Ca 的 中 关于 和 的 定义 范围 
9(a,—r) J 一 上 上 
7(a,8) —« (a, 8) —r 0 (4.119) 
lo PEO 
并 由 


Lía,x) -[ [d (a0) 1x (a-- 0) zi Cda . 3— a) 2. CP) 
我 们 有 


| Y e OLG, x da [ Yan Cda la, fa ilirida 


=| f cdi | Y(a.r nta. d—o)dailx(B C4. 12) 


其 中 积分 号 的 交换 用 到 了 Cameron 与 Martin 给 出 的 非 对 称 窜 比 
BELA]. 
当 azaj yla. 2) —0.. 23573 
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Yos La ,da 一 上 Cda Y G.t9( 8 — a dalzCD 


二 | l| Y (a (Gi | ode (D) 
再 由 Y 满足 方程 (4.7) 有 


[Y GLaszoda- f cst [Y Gas gta 8— da) Yr QD 
+f (d, E-YCGQ.D0: Je) 


-[ ci soo ce dios 
ERA 1009 GL. 690 0E I. 
最 后 ,对 eem0, ii (o.00 a. DRAHE F 0— (4. 32389 
x)= | UG Dh Ga (4. 13) 
XP Am .hR€LF*Go,0),R0.5—7 iB Elcoro] E 


zün-e-o-[ ex c8 -—0,3F B. BI C4. 1D 2» (4. gE 
Y (s,22r(0)—0- 


z&) ['Y c.t coda (4. 14) 


台 并 (4. 132 4. 1409 Y (o0 —U Ga. e JUSE 8b 4b 3r. SE RR 
ui. 

公式 (4. ORE T FERE EG EL TF FERLOL 6) 形 式 , 而 且 是 
变 系 数 的 , 即 

了 (Et 一 SA OsG- m) f A C 0) m CL H- 80H08 
pey =» (4. 159 
Q r s 0st, 
其 中 AG)LAGUD AT 6,0 连续 . 设 Oaa tm mm, r E XL 
Riese AREP nx» iE ge OA 
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9,0) —17,G.0) 4-3, C0) 
0 —u «go 
— A.) — un «B 
9 GG 4)0—4 — A,C) — A, Kt). —mu Rm üRm,E—2, ,N—1 
— Ay, Ar) = wy 


0 一 后 站 一 如 
Ü 6€ [—,9] 
Keo capa € L—«,0] 
o 


计算 Stieltjes RAH 3L RHE H G., 15) 等 于 
xo-[ CETELE T 
现在 扩展 0G, XT 0 HELEH 


0 s—a--070 
eco Ireaca s—a-—8c[-—r,0! 
7(a,.—r) s--a-—Ü0üs —r 
为 方便 计 , 下 面 7(ays 一 a) 即 略 记 之 为 (ass 一 和) 
对 这 个 1(z, 外 我 们 来 推算 形式 伴随 方程 (4. 4) 相 应 于 (4. 15) 
应 当 取 什么 形式 . ?Ct, 闪 代入 (4.4) 得 


Yl) 十 [yna eode | yay. Gas — a da const, 


(4. 16) 
COD ERG LE Ep 


= ce 
zf yag, (a,s—a)da=— | y(a)d9,(a,5— a) 
会 5 一 一 上 ,上 式 右 边 为 
—r N 
-f yG-—0)dg, is — 8,0 — NYa )A, C+ w) 


面 第 二 个 积分 为 l 
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T4 E 
zi xí AG, db da | y(a) ACa,s— a)da 
S &£—s—a,W| F xSp322J 
-| ys—EIACG—E EdE — (dé —do) 


=f yG—8)AG—£,0)4d€ 
合并 起 来 得 到 4. 15) 的 形式 伴随 方程 为 
N e) 
c _ SOY Gm AG o, ) -| yG—8)A(G-—£,£)d£ 


A=] 

(4. 17) 

方程 (4, 15) 的 常数 变易 公式 为 

d (i 

zi Ue. neo Sf U (2 ,a4-0,) A, Ca, 
= 
+ a Fw 
* Hamat | d U (t,5)A4(s,a—52ds19(a-—o)da 

| (4. 18) 


由 YQ Oa G) U(G. De EE 4.2 PRU DREG 18) 写 
成 
zO-YG. nao E dal Yoana Badari) 


mE (4.19) 
+| (d,| Y asia E ada) (B) 
例 3 对 (4.15) 的 -个 特别 情况 

r= A rt HRG =r) (4. 200 


IE t Eg D 


«n Fd gir 0) rt 


0 8—0 
re —r«,«0 
— Att) — Bt) ——r 
Wj C4. 172 8 [E 3S 


c — yin ACs) — y Gr) BGs Er) 


积分 方程 形式 的 形式 伴随 方程 64. 4) 则 化 为 


yis) +f ' C yG)AG)Ma- [7 — y (a0 LA Co) HB (o) Jda —const. 


(4. 21) 

为 了 简化 (4. 197 和 为 下 一 节 做 准备 ,我 们 令 C 一 CCL0,r]， 

Rk" ) 是 [0,x] 上 n 维 行 同 量 构成 的 连续 函数 空间 ,对 VY € R 9€ C, 
pec. 


PROKO 55 [9C A tO wd 


-f f | ADAGE DAE) do 
XIV GEC. G yap Ra IDEC wtr] E CAN 
CRIT Ly (0 0G 0 9G se[o.r GEXXG.10 RE RE BUS 77 
程 , 现 在 沿 负 向 求解 ). 再 记 y (o0 € C^ arco EUN 
y CadD GO) — y Cayo G- se [0.7]. 
车工 是 (4.15) 在 [o 一 r,T] 上 的 一 个 解 ,y 是 (4. 17) 在 [Te .人 十 
r] 上 的 一 个 解 , 则 在 oT 上 有 


N fitu, 
QD m Dt 33 yA ao) de 
bag 


-| f ya) Ata Orato de dg 
—u r—8 = 


(4. 22) 
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Hi G. 22) 丙 边 对 上 求 导数 ,并 用 (d4. IDA IDRA 
dO rti yo) y) 


N A 
+ IyGaoe)AGMao )3G) D yO A LE) 


b-1 k&21 
一 | GA. —5—0A-8,020))48—0 
H d 
(v! x, £) = const, OE. (4.23) 
亦 即 我 们 得 到 c. y 之 间 的 一 个 双 线 性 关系 . 
AS oL E YG DE IDEC, ttr] EN nx» EER, 
EEL rtr 上 的 初始 函数 阵 定义 为 
Y(s,.t)- 0.txzsst-r 
YG,s2)—Y(t,D-—I (4. 24) 
WIC e «2 x DS RGHICE > 对 st 这 里 
Y'6* ,0QGD—Y(s-c Fa, 0xoxr 
Aun Yc-.0G-Y'(*.0H 
G'C* aaas) = Ys Du st 
四 为 East: 二 rr 时 了 一 0 由 (4. 22?)=> 
EFEC e TY Tt) = tf) st {4. 25) 
2 RI GA. 25) FPE Lt.s), 则 | 
UGr,s)—Y(U,rD) «wr 
3$ s—o Hf, (1. 252 BD CA. 185. 


$5 真空 伴随 
考虑 系统 (1.1) 和 {1.2). dii 84 中 对 方程 的 假定 皆 满 足 , 记 


B. C 的 共 辆 空间 .由 下 列 内 积 确 定 
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wpf CaN pE B pc C (5. D 


E raogh A. Dilie. p H E, M 

ACE PBEMMUPLBU Ron (5. 2) 
Ro TGaCC.TG0-—IbKGuDib Goa j ROC. Ko, 
c)—0.tzco 部 是 线性 连续 算 子 . EIITHTESRRCT. T^ OK EXA 

T* (a,i); BoBo K" GiaDBoxL.GatlR.) 

(T* (60d. — QuT Go) (5. 3) 


f CK * op GOh Gods (G.KG,o)h) (5. 43 


Hp REL] RO to. 

定义 5.1  ZBHLB.BPRLCT QU HRTIENCE BI OMIBIIE 
AEG. EO R— T Volterra 算 子 

Qucn [ax da —rziüx.0 
Kf iQ. 0) n Xn ERR ,满足 条 件 (ze) WI ORE TREE RETE. 
此 时 方程 
(AI—0»—£ — AxO,ECB, 

有 唯一 解 %E Bo. 它 关于 是 连续 的 . 

则 有 如 下 基本 结果 ， 

定理 5. 1 对 Y ize TG OON SEE 4.1 确定 的 算 子 ,8。 PH 
项 零 算 子 避 (Ca) 定义 为 


(QOP =| paata, Dada 8€ [—7,0] (5.5) 


MRY cc R.p€ B. 有 
Tla DS U-FOGDOTG.DUMGGOG)» (5.6) 
证 XV pEC pE B it r—rG.o.g, nE. Dit G9 ij 
FERRY zore =p n= Ti i. 
1 35 y REA ASERI 
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gCO) 6x0 
[ro —rze«0 
dC r7) £« —r 
Xx 也 以 随便 什么 方式 连续 扩充 定义 到 尽 上 ,由 定理 4.2 有 


(T* Gp. |! Cdpco)3aG--0) 
- [77 AIOS captat 
土 式 中 第 二 个 积分 中 的 人 十 的 由 方程 人 4. 6) 确 定 , 所 以 
T" (ene e (da CE d-e—1239X £D 
+| ape YY ett 0 po) 
+I capto caveat o 6— dee (5.7) 
(5. 站 最 后 一 个 积分 项 交换 积分 次 序 得 
[ct] dpa Y Ga Ps adare) 
=f caf {{ capo cant | Gao EL dade 


=f AN (APOY Ca 1-0) | pa oc E— adag) 


IA 9 Y (0,0 20.07: ER IDE XLI ERE y (a0 0,25 at A 
及 


ya)=—| AHOY caet ,a (5. 8) 
HG. D ROGER RT TRER. 对 Y e€ C 成 立 
(T7 Gp =) cag Et ot) ge) G9) 
-| Chf tasto HET deae) (5. 9) 
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由 (4.9) 和 内 积 (<，,*，} 的 定 久 ;LT * Gov ])OD TE 8 二 0 处 有 一 个 


阶 茎 ,特别 地 有 
T” (aD EJL j—»vG.o (5. 102 
让 方程 65. 8 和 和 (4.7) E 1286 成立 


YG.o--[ dp (OY a+) 


= 一 | ash cec (erHey(ee 一 aaa 
cox [^ caeca Y cesta — da 
-9c-o-- | | capa caet caso — da 

= 人 (gt) +| {| caeco cec) 17(a,0—a)da 


—4(—2 — [vto 0t oada 
因而 
Fe 十 | ya 90a)damy(o—t) cxt (5.11) 
由 于 extr tylne Ier E 
Y GO | ye DMa oda (Cor) axct—r 


H y Ge DEA o B8 BABCRCE SC CE BEER CA. 4) 皆 解 ,由 定理 4.1 我 
们 有 

yr t= To vy uD 
初始 范 数 ye DG. IDRE. 在 (5. 11) 中 令 ce 一 ! 十 有 


ya-9.0-- [^ yeart yp st 9 — oda — (0) . —r< 90 
或 
ya dt) atas T6097 a.8-—- odo — 440). —rz Het 
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jg x 5. so HEESEHDABLI-C2€2D Ji O 0 s BEER 
ylC* ,D—TG.DOM QOO y exit (5.12) 
HO. 11) 和 规范 化 条件 (5. 100.3] raic. 903 


[T Co DYD =E) | ya eset E da 
=y) HS vga E— da 


Mer 
= yate) +| yote, Date,- 048 


=[CO Cay ,020D 
eg .mxG. $10.12) (G. 6) 成 立 . 
对 K" Cat) ARMAR, 


定理 5.2 由 (5.4}) 确 定 的 算 子 天 (1,o) 的 伴随 算 子 K'O.) 
可 写成 


CK* Gr 40) = —CT * Gr 4(07) 
- -f [ap (OY CE 1-0) £5.13) 
(5. 1D 3IV 9€ B, Elet] EXC 8 JLF AAE. 


证 XP A€L;Gaoa cl RYE B,; 由 定理 4.2 HAA. B) 
(5. 10) 有 


[K (e 40 GO Oda p Ko)h) 
一 cuoi ono 

- f E Y (a ,t-4-0)4(0da 

- [casco Yatro da 


=f] f Cdi IY Cat -HOY | hlada 


=— É»csokcode 


--[ [T* (e,t) A] )h (ada 


因为 上 式 对 Y A€ Lot] RISE. & HE HS SE PEE E ML. 这 
是 定理 5. 1 的 一 个 自然 推论 ， 


$6 it n 


i LR RRIÉBIEE I LOB BP E SOBRE E DAE 
系统 , 已 知 的 大 量 研究 结果 都 是 常 微分 方程 相应 工作 的 推广 .本 节 
讨论 非 齐 次 线性 FDE 

rG)-—LG.x 0A) (68. 1) 
85 PS ER GAL a, 4 E Fredholm 择 一 型 结果 ,这 只 是 一 个 举例 性 
导 引 ,有 兴趣 的 读者 可 以 从 所 附 文献 中 进一步 扩展 知识 [4][7]. 

i V 是 一 个 Banach 空间 ,as<<r 是 给 定 的 常数 ,1 ,:C- 一 T 

是 两 个 线性 算 子 ,y*EY 是 取 定 的 ,(6.1) 的 第 1 类 边 值 问题 写成 
rD =L, TAG) 
Mart Nr, =7 

HV 是 Y PHE ZR.M N 分 别 是 好, 六 的 伴随 算 子 .我 
们 有 

定理 6.1 为 了 使 问题 (6, 2) 有 一 个 解 , 必 要 杀 件 是 :对 Y 6E 
VN y Wo 

| ya oda — 0,7), (6. 3) 
其 中 y 是 形式 伴随 问题 


col v(n)9y(a.s—alda = Nt or (8.0 


(6. 2) 


yb——(O-MQGOD7M'8, yad N" À 
(6. 5) 
的 解 ,车 EOM ENT Go) J& FRA WU A PE Co. 3) 又 是 充分 的 . 
证 方程 (6.1) 的 解 由 上 一 节 (5, 2) 表 示 为 


TT rar Kr.q)Ah (6. 6) 
C6.2) 的 边界 条 件 等 价 于 
NK(r,aMi—Y€-XUM--NT(O,a»)) (6. 7) 


这 是 因为 由 (6. 60 P3 I6 N 代入 (6. 2018. 
NK irh —Y=— (MANT irr, 
Bl 六 天 (ro 一 YE 天 (十 NTCr ol)， 
对 必要 性 以 及 S£CM ENT G0)? 为 财 集 的 假定 十 的 充分 性 ， 
是 使 成 立 
NK(r,.e)h—Y€ CAR(M-- NT (r,0)) 
— (COM +HT' GGON'2) 
Bpv cVUNOM'-FT'O,.N'08-0. BERZ 24 (GO .NK Go 
一 ,一 0, 或 者 由 定理 5.2 有 
(B= (QG, NK(r 00h), — (N^ 8, K Cr,a)h) 


=f (K^ CEON DGAGMs 


=-| EON 800 9h (d£ (5. 8) 


若 y 是 伴随 方程 (6. 4) 在 [o 一 x ,tr 一 rj] 上 满足 条 件 w 二 (I 十 
QD N'S HIRR, J 

y =T (Go ny — la nU tOn !N'6 

=({ HOT nN = Uta) Me 
AASE RMO HI ON O AIETE fT FF BC. 
4 在 Fe 一 rz 一 上 满足 (6.5) 的 解 的 存 存 性 ,而且 
DT 二 Cr 
一 (二 


mL 


1357 


故 
(CU XC NOOO h= TE, ry) (0 0— y (DD 
IAE ECOL 8) (6,3). ERE. 
对 第 工 类 边 值 问题 , 设 P.Q.V—C 是 中 稠密 集 上 的 线性 算 
Top 是 蕊 中 国定 的 元 ,问题 写成 ; 求 一 个 wvEV ,使 满足 ， 
rQ)-—L,.r)-ThÀG 
t, = Pod p.z.—Qvlq 
设 P,Q HAE Pr. BEMART- 
定理 6.2 使 问题 (6.9) 有 一 个 解 的 必要 荣 件 是 对 满 吓 边界 
Rit 


(6, 9) 


P'GctOCGD364-7Q' UHRE y? (6.10) 
的 伴随 问题 在 Le 一 r,r 一 rl 上 的 每 一 个 解 y, 成 立 


[yrds= (GI OGD) 2,0 — +t or yg) 


(6.11) 
看 S(Q—TG.a)pYk C 中 是 闭 的 , 则 条 件 (6.11? 还 是 充分 的 ， 
证 与 定理 6.1 的 处 理 办 法 一 样 ,5C6. 9) 中 的 边 值 条 件 等 价 于 
T(r.a)p—q--K(ér,.d:0h€ X(QQ—TG.a)P) 
所 以 对 必要 性 以 及 SEQQ — T Guo) PORE BIA UG BUE F9 JE TER 
ER 
T(r,o0)p—qdA-K(G,0A€ i. t'' — PT a,r) 
即 对 Y 9€ B. 使 得 Q g-— P' T^ a.p —0 RAA 
0— (d T (c.a p-—-gq +K t, o)h) 
={T* Qo cu po — ipg? 


«f (下 (GT ) hts}ds 
=+ QQGDYTG.n--OoO p — bap 
-S T a poco cae (6.12) 
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fb Q'o—P'T'G,Do-0SRULT 
Q'g9—P' G--QGOSPT Go, 0 GT CL COD y=0 
车 y= UAOO p pE AR PIT" oz) 的 存在 性 
等 价 于 伴随 方程 (6. 4) 在 Lo 一 rz 一 r] 上 满足 条 件 (6. 107 解 的 存在 
TE. 
KHUEN p = TGs.Dy? 以 及 定理 6.1 AW 
的 叙述 , 则 由 (6. 12) 一 (6.117 ,证 毕 
例 4 考虑 差分 微分 方程 
TOSA rO HBD raO HAOD oLar (85.13) 
在 第 1 类 边 值 问题 是 求 一 个 66. 13) 的 解 对 ypEC 使 成 立 
r,—cMg9. x.—Ng (6.14) 
R'BO4M96— MgCD (NOL — NeCGD) , rx ESO, M,N X n Xn 
EE. l 
由 Riese 定理 与 (6. 130 P. LG x03) WEDE 


0 070 
eon —r« «0 
—Att)-- Btt) paar 


(QAO s — [a AG da eb 


(6. 15) 
m E3IV 9€ B,.gc C. (Mp (M, 9 ix BIGADe-gOUO)M.I, 
&€[-—r.ol.& 
(M^ 40D —9 00M  9€[-—r.0] 
(N^ yO (0 —900M. 8€[—r.0] 
由 定理 6. 2 我 们 的 问题 有 解 的 必要 条 件 是 


| >cenceads=o (6. 16) 
对 伴随 方程 


3 的 十 yt) 十 yt 十 六 百人 十 六 一 0 (6. 17) 
满足 条 件 (6. 10) 的 一 切 解 成 立 . 车 SECUN — T (G0 MD RE BITS 
条 件 (6.16) 还 是 充分 的 . 此 时 (6. 10) 取 形式 


ù H 
Cy, C8) -f y.a AG-d-OdaJM— CuO 一 | yA tad N 


(6. 18) 
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第 四 章 


RFDE 的 基本 理论 


本 章 对 有 界 滞 量 RFDE( 广 给 出 ,存在 唯一 性 , 正 . 反 向 延 拓 ， 
连续 依赖 性 与 可 微 性 定理 . 此 外 还 讨论 了 广义 解 的 存在 性 以 及 在 
EIE 一 性 对 潍 量 的 依赖 关系 . 


$1 存在 礁 一 性 
1. 存在 定理 
设 zsER,PECCE 一 81,0] RO OSTRXC HARE, RT Fi 
R" 连续 , 初 值 问题 
r()-—-f(G,.r) 
n (1. 12 
等 价 于 积分 方程 
z=] fonds 
d (1. 2) 


XY,e—9. 12x06 
引 理 1.1 X xr€CGOo—r7,00Ta]- RO. BE r, 24 2€ [a.a] 
时 关于 上 是 连续 的 . 
证 由 z( 在 Fe 一 rz 十 引 上 一 致 连续 之 对 Y 60.3 9€00— 
0 ffs |r—s|«8 tl. lxGo—a Gol «e qEIXEIBICosod-22 1-28 f 
=s iLe 8j, dr HO x GE | «6.80€ L —7,0]8] a, TE o o6] 
14i 


FEZ. 
为 了 下 文 需 要 扩充 ?的 定义 范围 ,引入 9 
SS 
人 qc) Lg 
并 引入 零 初始 条 件 . 设 LOO REO. D GS opi, S 
za 十 全 一 wa 十 站 十 ?人 tr (1. 3) 
AADA D EPEL r olat, 
yr plet — x (od-t) — gXa-Ft) —0 


T t0 RF, 


yG) rlo poH —x(04-1) pO) -[ rs Xs, 


=| feas, Dds=| f Goss yds 
[i] 


其 中 令 5=5Te 再 记 yo y CO BU CL. 2245 29 7 REC. 
ETF: 
VOS RXC 的 子 集 .了 ,V 一 上 R" 连续,f En COR"). 
CV, ROZO RO fich SEE RE H n 3] T- 58 KR, C? 以 范 数 
|f. sup | fé gn (1. 4) 
W C'(V ,R") 是 一 个 Banach 空间 . 
XY e PER EN 
L= 0a] B= {pEC; il<} 
aX (e.g) — iy C C| —7,a], RD), v,—0. y, € Bre HF.) 
(1.5) 
则 我 们 有 
引 理 1.2 设 旬 入 RXC 是 开 集 , 斌 守 人 0 是 紧 集 ,人 EC(O， 
R") 是 给 定 的 . 则 
(173 W B- ARR VC QqE Pe€CQ.RD.H3 产 的 一 个 
S83 UCCC (V ROM iE XM 
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| fo pp <M (a.p € V. Fe C1. 6) 
(2)3]V (07,4) € W.3 a.B.34 t€ L..y € o (a. MA, Ht, 
yt EV. 
证 O). h W ERK. S (EO HEBES (ec Wm 
3 M, ERZI gM.. 同时 出 户 的 连续 性 ,3 TET aire 
使 成 立 
PtP tD | M, HAM 
PEW, G p EX B, 
BH V 为 形式 
V —(CGo?--t,2 4-401005, 0 € W GN € HX Bg) 
W| VCCC2, P EV RAR, H ECU, RHH P 8j TERRAE 
i U CCXV ROWE. 6) 成 立 . 
对 (2), 取 有 E(0.5), 册 了 是 紧 的 , 故 可 选择 wE (o. o fExf 
Ya EW ET | i-a mo 
(enp | «c B—g 
由 此 推出 
I» tee ue gl»! 十 [g».,— e| « g4- 8—8-— B 
Ril»Isidis]. MEy E a, MEt Troy du 
WD EV 
由 积分 方程 (1. 2) 可 以 定义 积分 算 子 人 H 
TW XU X. a f} >C Era] R^) 


C1. 7) 


top f. y) - [fes T +y ds 4E I, 


TC, P fy) —-0.u4€[-—r.0] 
引 理 1.3 iSOCRXxCÓIEB-WwLZOSXxSY€B.P"ccqo. 
RORE PRUV 及 常数 Me,8 是 引 理 1.2 中 到 定 的 , 财 
(DT 是 连续 的 . 
QDÉ CQ —r7.a 1 R nz Fe B K 使 
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TW XUX x (a. 8) K 
(3) 车 Ma 六, 网 有 
TW xU x. la, BoP) 
证 d T ÉDGEX GREG TIWOXU X (a. 0-9 C(Q —r5,a], 
R"), 先 证 (2) :由 (1.6) 对 ¥ £C I, 有 
IT lesg fiy 0D — T Gg food M er] 
IT Go qu fF. y Ya | Ma 
EXC R K 为 
K-—ig€C([—r.a] ROilg(D--gioolsiMIt—el.lgiDlx 
Maj 
所 以 TT;W XUX Ala DK, Ë Mas. KE Ga fD. lira) 
成 立 , SOS WECOD LEGI di Puy Oo EWU XA a, B) BN i-o 
Bf GI gt, Pay (ag PI eWxU»xooQ. m, T (o. 
f.J0€KHkKWiEM3 子 序 列 ( 不 妨 设 为 它 自身 ?以 及 一 个 7 
EK 使 
Ta! gf YY kon 
BP Vscrd 
P! Ges gb ty FG sigue yn 
d SIRE 1.22] P 一 致 有 界 , 故 用 Lebesque Fipe ke SEME RO XT 
VICI, 有 


Y) — lim fr tsp 二 [Pres d yids 
=T C0", P f y) 
因此 所 有 子 序 列 收效 的 极限 是 yt 一 (or yO aN E d 
CL. 6) 每 个 子 序列 都 有 收效 的 子 序 列 , 即 原 序 列 收 伍 ,了 的 连续 性 
下 面 我 们 要 用 到 Schauder 不 动 点 定理 ， 
"VE XC Banach FELU 9 X HARDE, OFT: UL 是 
144 


全 连续 的 , 则 人 在 习 中 有 一 个 不 动 点 ” 

其 中 了 全 达 续 后 对 Y 有 界 集 BCU, TBR 是 准 紧 的 ,或 者 说 
TB 的 闭 包 是 紧 的 ， 

定理 1.1 设 忆 和 RXC AFE, S ECI RO Ape 
Q WEE RFE hi pi A R. 

证 RW=i{lep) 为 一 单 点 集 , 由 于 .ta ,8 是 空间 
CCL 一 >, 的 有 界 闭 凸 集 , 由 引 理 1. 3 及 Schauder 不 动 点 定 
理 立 郧 椎 知 ;全 连续 算 子 T= 二 T(ta.gp, 产 ,。) 在 x(a,B) 中 有 一 个 
不 动 点 , 即 为 (1. Dph rop £^). 

定理 1.2 WOCRXCOÓTS.OWcOE&sS.P"cco, 
ROA E MI W AAR VTE 产 EC 名) 天 的 一 个 邻 
域 UCCC'(V ROM a0 fii dod V (o, € W,£€U.RFDECAM HE 
Le—r.e-elbffitibi. qui r(o.p. A00. 

AIRE PERSEE 1. 124). 

定理 1.3 WOCRXCODTÁ. SECO RO FoGo9iEQH 
的 每 一 个 紧 集 里 关于 多 满足 Lipschitz Aft 

FEDS FG 40 [s K p] (1.8) 
dio. € O.XW da. 1 过 (多 有 了 唯一 的 一 个 解 . 

证 ”由 定理 1.1，  REDEGOSZIG. fir :E. 如 引 理 1.2 
5E X, IB VE ary 都 是 (1. DEle—r.o ta] ExbG. DESI 
ys p. M] 

ay m [Uti n -Ace 
x,— y,—0 lg 

Tee FEBR BOE IGI HDi iG v ue LM mro. 
在 此 紧 集 中 的 Lipschitz WH Xj K GER a^ dE ka cla a. H5 1 
€ Ll: —[eo.c--o BÉ 
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(re) — v) <| ein y. lassa sup Ie — 
«sup |x.— y, | £€ L7 

sup |r) — yG) | sup Ix,— y. bte PL (1. 9) 
33 £€ [o— r.o ]BE Lx (0 — y (O | 0. BE 8 

sup | x(t2— yG | «sup |z, — v! 

LL ied. 
这 与 (1.9) 不 合 ,重复 上 述 论 证 可 得 在 Le 十 a* ,go 十 2a* ] 和 ,人 一 
y(t), 依 此 类 推定 理 得 证 . 


2. FEE —TE mE h R 


定理 1. 1 一 定理 1. 3 实际 上 是 指 系统 (1. 1) 连 续 解 的 存在 唯 
一 性 ,而 且 唯 一 性 定理 只 是 一 个 充分 和 条件 . 不 仅 如 此 ,对 于 满足 0 
Srur. E Ed ri) ,我 们 并 没有 说 诸 定理 的 条 件 一 定 
成 立 . 换言之 ,可 以 给 出 一 些 例子 说 明 r9 的 特别 选择 可 能 改变 某 
些 FDE 解 的 存在 唯 -- 性 . 
Ai 考虑 方程 族 
x) Ta GKI—rG—:))-4zrG)—rG—r) 
— {lr GG) — cG-—7)41-—0 (1.102 
R'BI€CR,Q 25 2—0 Bb O.10 Hn fk o 23 8€ 
14-x502—0 
没有 任何 实 解 . 而 当 c0 时 ,(1. 10 n[ffifE 5 
(14 3? GO UG — ar G— 0 — Gro —Q—2)7T1)]-0 


Bl 
rG)—r(ü-—0-—zrüG)—rG—0-—1 (1.11) 
这 个 NDDE 的 解 总 是 存在 且 唯 一 的 ， 
反之 我 们 有 
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例 2 对 方程 
T= (rt Atr CE 一 T)) (1.12) 


当 pEOBIO.12)7g r2 0. [8] e Anfopxe f or EE [ST 17 de e He 
存在 的 ,反之 车 rt 这 0, 只 要 特别 选取 函数 gearrar), nA 
CL 12) 对 给 定 的 初始 函数 由 , (1. 12) 解 不 存在 . 


对 唯一 性 世 有 反例 . 
例 3 对 RDDE 
rG)—GG—r)—4)3 (1. 13) 
其 中 一 const, rE R,r€ R, 24 c— 0H (1. 13) 是 一 个 常 微 分 方程 
rG)-— GG)—R)3 (1. 14) 
显然 过 C0.) 的 (1. 14) 的 解 存在 但 非 唯 一 ,其 中 一 个 为 com, 
另 一 个 解 为 <(O 一 4 十 “二 全 ,>>0, 但 只 要 zc>0. 不 向 它 如 何 地 
小 ,给 定 初始 函数 pyEC([ 一 z ,0],R"} ,用 分 步 法 ,只 要 (y(0) —43 
PJR , Wi] sg Co dO Bo EE YE HE 一， 
友之 有 如 下 例子 : 
fii 设 rERi ,方程 族 
HOLICIORPI E (0.15) 


当 + 一 0 BER x00 —0. ERRE HE 一, 而 r0 时 对 y= 有 一 
const. t€ [—r,0]. HË 3 推 知 在 L0,r] 上 方程 至 少 有 两 个 以 d HÀ 
初始 许 数 的 解 , 不 再 成 立 唯 一 性 . 


3. FDE 和 解 唯一 性 的 注释 


为 方便 计 以 RDDE 为 例 
=fr), rar) ) (1. 18) 
其 中 rf 二 const, 70, WE CI. 160 3£ C JO B RE TETE HE -ec 
(—7.0],8),JE HfzE x dE[ 4 — 2 A]. Fn A-—const. S # A— 
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十 ce， 

在 初始 集 E, —[n—7.5] Ei EA T MISCERE 由, 内, 相应 的 
BEI ri Geop ox Gt d uo 所谓 两 个 解 相 等 是 指 

ma fo d= rt to ds) LE [tu —t,00) (1. 17) 
AHUREA OOSA Elart]. 

HP T78RMFPYEHME—. n= p, tE [ta] st, 
POSET stop K tE Mo 4 上 成 立 . 反 之 :只 要 页 人 天 页 他) 
€ [一 rp 站 则 两 解 zzs H to 以 后 不 间 它 们 是 否 相 交 或 者 其 至 
完全 相等 ,都 应 当 认 为 二 解 不 相等 ,因为 (1. 17) 不 成 立 . 

换 各 话说 ,FDE 解 的 唯一 性 允许 积分 曲线 相交 ,甚至 在 某 区 
HERE ,这 与 常 微 分 方程 完全 不 则 . 

例 5 设 TER, 方 程 xQ)= 一 x(t) 的 相 蜡 轨 线 必 不 相交 ,车 rt 
— E FDE z(0— —xG— PE sint 和 cost, 它 们 相交 
JE E IX ,但 方程 满足 唯一 性 条 件 . 


例 6 对 Winston-Yorke 方程 [76] 
rG)-—bG)rG—l) (1. 18) 


0 t0 
ko entre 
ü t2] 
Zi £SO BO. 180 Ag G0 — 099 x G) —& — const. 以 它们 为 初始 函 
数 , 用 分 步 法 在 [0, 1 EG. 1809 
r(D-—(cos2mt— D.x(0)—À (1. 19) 
求解 (1. 1908 


m) =k +| (cos2mt-— ] er 


E 了 or 
一 上 GT 十 37sin2 2 f€[0.1] 


Hv RER A rOD—0, X3 iel BIG) —0(.18)9 (0-0, 
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z(1)—0-—zr0)-—0,021. BIG IO RE ÉL 21 以 后 全部 重合 于 零 
解 z 一 0, 但 (1.18)? 满 足 解 的 存在 唯一 性 条 件 . 
例 7 考虑 FDE 的 Cauchy Pe 


l 1 
rGr-—aQUr?(Qq)-—xr?G—1)) 0 (1.20) 
r()—4(Q)., tc[—1,0] 
其 中 
X 
amd 00 PRI a. 21) 
t—1 £21 


f E,—[—1.0]ENH GM 5(0) 一 0, 用 分 步 法 求 [0,1] 上 的 艇 ， 
E xG)-—0-29z()220,4E[1.2] E.G. 20) 北 为 初 值 何 是 


了 
rGG)-—G—lDr 0.0 (1. 22) 


REO 22248 ro -La-r* 与 一 0, 即 由 éGOoSf gag ERI I 
1 EL 4r APEX. EXER Ej. (这 里 注意 到 在 1 二 1 外 解 x 
一 0 5 r= aD 的 导数 也 相等 ). 


唯一 性 的 含义 如 此 ,意味 着 在 RU 中 研究 FDE 的 几何 理论 是 
十 分 国难 的 ， 
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1. 连续 依赖 性 定理 


这 里 指 的 是 解 Goo DET op f PEE EHE De] T. 对 
RFDEC/D.75 d x36 £8 1.2 à8-- ANR OERO EHE. 
(o! d 9 (o^ D ,其 中 性 EO gE. ERE Kg X 

W= (Co* d) b 0 EZ, (2.1) 
I JÉSM.TOIET.2.3 e JER —ioi. fli Woa. gb 
1:9 


是 紧 的 ,定义 为 
V ((s* 4-0. i) or I EW tH) EK) 


(2. 2) 
3F H3 Be (0.8) ,a€ (0,2) I EINEN SF 时 
(a^ Joe. HD CV, | /* Ca* ti +i) AM kS ORE 
sp v e oy (o BOB. e p TE g o3! 成立 
Ctt gh DEV 
Party b — Okke (2.3) 


| P Ca* r6 HE yD IM 
我 们 有 
定理 2.1 iRGCCRXCHdÉJPR.W.V $002. 002. 2222 X e 
Bk A 0 o^ d. | P— P | 0. [Bi s^". 3 h fli o^ az 
b RIIE 
Ce, 适当 太 时 ,方程 
r= Ua k= 0 kk, (2.4) 
iG! 908] NE O ELl ra ta] E FECR EL —r.5] 
EFE). 
C2) 对 YY >00, B. (e). 4 Ak. iT x Gug[S —r--e.b lt fj 
XE M O25 B—9oeB] x! G)——r" D), 24 t€ [o"—r--e,6, ]EHE— St ES. 
证 由 定理 1. 2 立即 推出 人 1 成立 ,对 (2), 记 y! - T G^. dl, 
fy)» € XCCQOo—r.a] R), A SE RLE S] RE 1232 D. EE 
连续 的 ,是 有 
PNS 40 —d G'4 € oec 
由 此 推出 3 yE TFIO dU -r.a] E-— 3t E 
BERG. issERE 1. 1 的 证 明 类 似 ,我 们 有 
y ST SAOSA G) 
Fj FEE P FE E Cv CO 183 8E ATTA RA- TEAS 
y G)— y GL BERE 
r'Qo* c) — V GO HP g G^ -16) 
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—y G)--dG^4-0-— ax" T 
WEEKU rota] E x^(Go— (GO. 再 由 定理 1.2 每 次 扩 
Ea 长度, 有 限 次 后 图 盖 区 同 [so 一 x 6. ]. E RP. 


2. 可 微 性 定理 


对 RFDE(AP(I.1), 解 zitsayp 门 对 az 的 导数 一 般 是 不 存在 
的 ,但 对 gp, 六 . 则 有 如 下 的 定理 
id C^ (CO, RO. p0 为 人 到 R 的 连续 可 微 己 次 图 数 全 体 构 
成 的 线性 空间 RR EA X 
Ip] — max | sup [g^ (6) | ,g€ C* (2.5) 
8] C? XS — Banach 空间 . 先 引 用 汉 函 分 析 的 两 个 基本 结果 ， 
定义 2.1 {U 为 Banach 空间 的 子 集 ,T:U 一 下 , 若 3j 4E 
Lo, D f SX V 7,yEU HE. 
ITr—Ty|sxAbIx—y| 
WERI T RAU 上 的 一 个 压缩 ,车 VV 是 Banach 空间 了 的 子 集 ， 
T,UXV--X,di3 4E[0,1) 使 得 
ID Gn 432 — T Gr y) [Adr yl 
XIV ron EU 及 yEV RAMET EU EXTVRE—T—A 
压缩 映射 . 
引 理 2.1 EARRA U Æ Banach 空间 的 闭 闻 集 ， 
T,U-U 是 一 个 压缩 映射 .人 则 荆 在 中 有 谁 - 个 不 动 点 . 
引 理 2.2 dU 39 Banach [8] X HATE, V 为 Hanach 空 
lp Y 的 一 个 子 集 ,T ,UXV-*U XYqVIYEU ER—BREXHEEARET 
是 连续 的 , 则 了 TX， ,y) 在 中 的 唯一 -个 不 动 点 x(y) 关 于 是 连 
ZE MHE U VERR V" BAET. ATF r.y 有 连续 
一 阶 导 数 . 则 xty) 关 于 y AE Up ER X ET FRA 38 Un] 
第 论 . 
定理 2.2 对 方程 (1.1), 荐 /CCIQLRDIPIEI,WJ 
15] 


OG. Dit. pfe 过 (ps 方 存 在 且 唯 一; 

C2) 在 z(t) 的 定义 域内 任 一 紧 集 中 的 tx 关于 (Cg, 访 连续 可 
微 ， 

(D4 rea f, Daop DE CR 的 线性 算 子 , 且 Du 
(rop =l, 

CDRTY PD EC y — Dorlan p Deo ibd 7; 

yO m Df srep P3 (2.6) 

GOSIY t€ e. Dyxc(ta.p DECROOS R AREST., 
H Djx(ie.9, Kon =Ù; 

(XIV e€ C'(CO, RO. Da(p Den WEIER RE 
分 方程 

Zi —D,fGx(G 9. /Z-gitn(op, F)) (2. 7) 

证 由 秆 理 1. 1 一 (1 成 立 . 

HA. Diti. pH rep 2 oí B Bc TEE IRI [or ,o 
del) EXE b. 先 证 xGo p. DOEKE [a —r,o--5] EF g 
连续 可 铀 ;事实 上 ,3 e $69 TIRU, ER PEU 时 Guo d. 
站 在 itE[o 一 r,o 十 51 上 有 定义 . 记 

W= (G.x):t€ [ao -51) 
则 W 是 紧 的 , 沿用 $1 的 记号 ,可 以 确定 引 理 1.2 t CENE M, 
qsp: 以 及 集 U,V. 选 返 a 使 MasB8 且 天 ae<1, 玉 是 了 关于 9 的 导 
数 在 上 的 界限 . 

车 x(to 十 和 二 99 十 站 十 y(tEL==[0,9], 则 y 是 引 理 1,3 
中 Tto,gp; 门 的 一 个 不 动 点 . 

另 一 方面 ,由 a, 的 选择 二 T(to,p, 门 是 .x(a,BP) 上 的 一 个 压 
缩 上 映射, 而 且 压 缩 常 数 2E[0;,1) 与 (o.g, 让 EV XU 的 选择 无 关 . 
出 于 了 Co,8; 让 关于 gp, 连续 可 微 , 故 引 理 2,2 二 不 动 点 wap 大 
在 所 上 连续 可 微 . 而 

tiap lati S= gat} y G9, D GY re [0,51 
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于 是 rp DORT pS 也 是 连续 可 微 的 . (2) 得 证 . 对 53) 一 
(68) 的 证 明 , 只 要 注意 到 Fréchet 导数 是 线性 算 子 ; 便 容易 验证 . A 
3 Diep, /) ik CR" HRES T» Drriac n D COD QA") 
R 的 线性 算 子 . BRRL 

Dr Go p m EE] 


Dexia qf) (fe 0) —0 


由 于 
rag. DKS Fr lap Sds 
故 对 时 WEC 有 
D, a gs 9m 0) | D.fG rn. (p D)Du Gg P)dds 
Bj | 
f DG 0 p Dm DIG zs NV Dorp, Do 


ES Dao 9v), Bl yc DG. wp, d Dat. f) 
满足 线性 变 分 方程 (2.6). 
对 56) 可 以 类 似 证 明 . 
我 们 一 开始 就 指出 RFE BE x Gio, p. XUL ei RI o 
的 导数 一 般 是 不 存在 的 ,这 一 点 是 与 常 微分 方程 极 不 相同 的 . 例如 
对 最 简单 的 方程 
rG)—aG)rG-1) (2. 8) 
E P acoXESE HE ro p EC. S SEG dE Bla. a--1] E i] 
f& ,M|Xf &z—0 g 


zita +h, g) =K0+] a Gris — loth, pds 
-s«o-[ at eG-i-s-hMs (2.9) 
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Xt -gO a (5)xG--1.0,gMds 


-g0 | acoec- 1—e)ds (2.10) 
由 (2. 9)(2. 10) 推 出 
lim r(.0-dh.q)—r(t,0,9)  2r(t,0,9) 
im 2G Eh 9: 9. 2r(t,0,) 
bi eed 
=lim T8 pee [aoreet 
-lim 天 [| aGbps-1—0d- [acp 1-045 


=lim j 1 cf als +s —1—0)ds— u atst h)9Xs—1— o)ds)4- 
一 o 


imf PEHD aO s 1 yg, 
es (2.10 
(2. 1038912757 qe c c p T a(2) 可 微 这 一 条 件 . 否则 (2. 


11) 未 必 成 立 , 因 而 至 2: 儿 未 必 存 在 . 


$3 MHH 


iE S 1p «TS 
r(G)-—JfG,) 
I,—: 

解 的 局 部 存在 定理 ,其 中 了 连续 ,由 玉 FDE{ 廊 的 特 点 和 证 明 方法 
可 以 预期 它 沿 上 轴 的 正 向 有 类 似 于 常 微 分 方程 的 延 拓 定理 . 

FY 3.1. BrO. DEl- r.a] EATR, ae. E 
FE- Tba tE EEr 的 上 的 函数 rt ,在 [ec 一 ra) 上 等 
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G. D 


Fra), Ele D EREHE. D , 则 称 rE x8 —1- 3£f8. 

确切 地 说 ,z(t) 的 定义 域 比 x EH T La. b03X — I BERS [X [B]. 
若 这 种 延 拓 不 存在 , 则 称 c EA REIR RE Lora) HABE REB RC 
存在 区 间 . 

由 Zorn 引 理 ,不 可 延 拓 解 是 存在 的 ,并 且 最 大 区 间 必 定 不 含 
有 区 刘 的 右 端 点 . 

定理 3.1 GROLRXCRUIPHB.KCCOQ,RO ,若是 (3. 
1 在 Le 一 r* 人 上 的 一 个 不 可 延 指 解 , 则 对 任何 名 中 的 紧 梨 W L3 zw 
rdSA Waecw». 

证 2 一 ce 时 定理 显然 成 立 , E bU WEN oc. 

者 * 一 0,(3.1) 为 常 微分 方程 初 值 问题 ,引用 已 知 结果 知 定理 
结论 成 立 . 若 * 盖 0, 设 定理 结论 不 真 , 则 对 紧 集 磷 , 存 在 实数 序列 
Vai tomé VEG urOO)€ W.'EX vustrmE.J37 08i BU 
设 GL St. HIE rC (0,40€ WV eE (0,55, HE à iE 
当 大 ,x(& 十 六 在 9€[—rn.--e) EFE GE XH 

lim sup , IzG,--8) — gp | —0 
BUT cé [EE (0-6 —90),8€ [—7,0). Bd limzG--6) = 
r(D.Hsg X xG)—400,x 可 以 延 打 为 [oe 一 r,5] 上 的 连续 函数 ， 
IH (ze 和 克己 局 ,以 (zs) 为 初 值 , 由 定理 1. 1,3 270 使 方程 
(3.1) 在 [5,5 十 a)y 上 有 解 存在 ,这 与 c GO BLA EREdGTE IB ,证 毕 . 

推论 3.1 设 避 RXC 为 开 集 ,fEC(Q,R"), 若 x+ 是 (3.1) 
在 [Lo 一 r,5) 上 的 一 个 不 可 延 柄 解 , 玉 为 RXC PE W*— (torio 
SEC; BS HLEL, UU) W 的 紧 性 意味 着 存在 一 个 实数 序列 {) ,当天 一 
colit n—9 b LH Gun 0 0 3Q. E r0. EdE— I pe C. iG, 
PER B? rnb B rir lh). 

证 首先 ,由 定理 3. SW 不 完全 包含 在 吕 内 ,否则 必 有 (fc， 
TD 各 他 ,这 与 Ww HETS. 由 此 推出 3 实数 序列 {1 ， 当 RR oo 
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时 rab fi Gk n, 077302. 

若 r0.BpEBEG3.1cÉ «(54-40 —900.0—r7x,SO.3EIE X. 
了 KB) 一 前 (0)7 合 I5 bb nO Dex. 

定理 3.2 设 避 和 RXC 为 开 集 , F: QSR 为 全 连续 算 子 ,> 
(四 是 方程 (43.1) 在 [eo 一 r;8) 上 的 一 个 不 可 延 拓 和 解 , 则 对 RXC HHE 
何 有 界 闭 集 已 吕 :3 ns EROR tob arD AU. 

证 当 r=0 时 ,UU ORBIS 紧 ,由 定理 3. 1 即 得 本 定理 的 
fiib. 当 r>0 时 ,5 二 oo 定理 结论 显然 成 立 .5 为 有 限 常 数 时 ,车 结 
论 不 真 , 则 存在 一 个 实数 序列 {tal otib ;使 得 对 一 切 ,tt * 
EU. H r0 与 定理 3.1 类 似 说 明之 (在 o— rub ERAR 
的 . 显然 ,对 集 {Gzo 1o 才 "<6} 的 闭 包 中 的 (r, 罗 ,存在 一 个 常数 
M ERI | M Bor. 由 (3.1) 对 应 的 积分 方程 得 出 


i+r 
zt+oD 一 z(D1 一 中 Ge,zodslsadr 


RIV tt r5 GL Elor E— 9088162 (Gros 
bDNCFO'BE TES SERNSIXE.WERE.- 
现在 分 析 定 理 3.1.3. 2 的 条 件 . 二 者 不 同 之 处 在 于 :了 连续 十 
W 紧 之 定理 3. 1 成立 , 若 了 加 强 为 全 连续 , 则 促 可 减弱 为 有 春 闭 
集 , 即 了 全 连续 十 多 BRAS EE 3. 2 成 立 ， 
注 3.1 在 r=0 的 情形 ,C 中 有 界 闭 集 可 不 具有 紧 性 . 例如 设 
A p 中 一 -组 完全 的 标准 正 交 系 : {oC tec [0.11) Go, 0) 271 


— ACE R, {H ikti, pC o2 F= [Colo - 22. 0 co 十 


ax) ]dr — 22» A 中 并 不 存在 收 黎 的 元 承 序 列 . 
注 3.2 定理 3.2 给 出 的 条 件 中 * 了 是 全 连续 算 子 ”这 一 点 是 
不 可 忽 栈 的. 若 /不 是 全 连 绪 的 . 则 可 把 轨 线 {t,x ;0 过 1 过 站 本 
B5 Ws O ert S S. 亦 即 可 能 存在 曲线 (1 ,rt(t)) 是 不 良 振动 的 
RKR AFPR AE cb Gro E RSC 中 无 报 限 点 . 关于 这 c 
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A B m PPP 
例 8 (15.9a22cromaD A IB 7j T 
rGQ)-—hG-—r(D GT) tO (3. 2) 
其 中 roh ERG. DARRE JORE EDE 83 90:32 (258 
ATER EG. 2 及 其 解 ， 


(1)r() — t^. 

(2) 可 以 选取 两 个 负数 序列 {ak} (5.2 8 
Aap (3. 3) 
dar 0 um 0, 3p moo (3. 4) 
dbi r(b bu mai S Tar) bm. 2. (3. 5) 


RCREGTE EA RORIS) BHL 6 — 27 R1 a — 1 RI. 8 3. 


DRL. (3. 5) 第 二 式 也 成 立 , 因 为 


一 ] 1 1 H i 


b(t Gnd uuu 


即 


l 


1 i 
a? Gt gi Ot uu 235i) 


9* 
整理 得 
g^" 1 g4ti k -1 

en m. MIEL, 


l-F-25*24-2?** 3-4 9461 3 


gik- d 


— i 1 
tx -I taut (3. 6) 


(3. 60031 —H] 1.2. I vr. 
GO RIPE IE] uch WELG. DAR ge). 
4 PORRE- TRE TERHES aT PR ER EN 


+i tE (—oo,.a, Js luaa k=l 


Q4 t€ [bairan] & 71,2, 77 


"S t€ (a, 5) SBE) #0 
| (3. 7) 
如 图 4.1 Bros Elah ].E 9. 呈 要 保持 连续 ,可 微 ;单调 即 可 (和 下面 
$i. figs gn. 


ORELO. DHAWA A, 
4 H EA ecien R a BI 
I 十 [之] 了 
一 了 十 tc 一 1 x0 
ELO. DATARE Ho big XA. 我们 有 
tE Ca, b 9r — HO E [b uvas RR? 
t£ (—06.b, J9t— 0G) € Co ak 


把 五 分 解 成 三 个 集合 Ho Hu HUE HS UH, 
H—i((.ax)ucmo,xG--40j 
Hit ul tirah NHA CRSD 
H,—H—HB,UH, 
OE H, EAER po 上 令 
harit) pari =a) 
HEESU ED sau] E ds60.8222. 4E C— 00, JU Cad) E $—0 
即 A— 0. 

(DE H: b, A—0,3E 55 COR BA SEDE H E v0 
的 点 集 都 满足 |#| =L. 

(DA A E H o H: 上 的 定义 以 任何 方式 延 扫 函数 户 到 H, 
上 ,只 要 保持 六 在 如 上 的 连续 性 即 可 . 

至 此 ,站 ,站 已 完全 确定 ， 

现在 取 e-ar-|e—mini—:£2i:oxtx;0), (3. 2) 写 成 算 
子 形式 

rG)-—hG—U.rG—U)) -—fG.gq o (3. 8) 
网 Fe p= EL 0 FE ci —r7.01. R RJ 
有 以 下 几 个 事实 ， 

W= |p CEA A AE. IUOS SR c0 BT y. 不 存在 
极限 ,而 W PEDES GST WW AAR. hla sW 
有 界 . 

ri ==g(?) 是 (3.2) 在 [o 一 r+;,0) 上 的 一 个 不 可 延 阁 解 .这 是 我 
们 设计 与 六 的 本 意 , 也 可 以 理解 为 过 (5, 罗 的 一 个 解 .这 里 r 
—gQ)-—90)221.2€ [a—r.oc ]. 

(3.8) 中 f ARRERA. Hp A BUE S (rf, 并 不 把 有 界河 
集 映 为 有 界 集 ,而 AW ) 是 无 界 的 ,可 见 定 理 3.2 中 全 连续 条 件 
JE q^ uf doi. 
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8 4 解 的 反 向 延 折 与 算 子 的 原子 性 


L 问题 的 含义 


上 一 节 我 们 给 出 RFDECGO G. 1) 解 的 正 向 延 拓 定理 . 而 它 的 
解 的 反 向 延 帮 (或 者 说 负 向 延 析 ) 则 有 特别 合意 ,严格 定义 如 下 ; 

定义 4.1 设 避 RXC 是 开 集 ,fECCDD,R"), 诅 数 x(2)EC 
Q(o—r—a.c],R0,a0.€ 

(Lr: =f 

(223HETI o€ [072,0] r EQ, 

(33zft 在 Lo 一 ”yz] 上 的 限制 ;是 方程 C3. 在 Lo 一 r+,o] 上 过 
(a, sta ) 的 解 , 记 为 re). 

则 称 GREG. 1) 过 (c, 多 的 解 的 一 个 反 向 延 拓 . 

当初 始 值 o RUE , 沿 i22o 的 正 向 求解 是 一 种 积分 延 拓 ,而 灌 : 
0 求解 则 是 微分 延 拓 . 这 和 超前 型 方程 恰恰 相反 . 由 于 初始 函数 
PEC, 若 FP 连续 而 不 可 微 , 则 肯定 不 能 反 向 延 折 ,即使 pg 连续 可 微 
还 必须 满足 一 系列 条 件 (2) 才 存在 . 所 以 ,对 RFDE (GO "— REOR 
说 "是 不 能 沿 负 向 求解 的 . 从 应 用 前 景 看 ,RFDE(/) M RRM 
分 方程 类 似 , 可 以 描述 箭 增 加 的 某 种 扩散 过 程 .这 种 过 程 是 不 可 道 
的 . 在 [7?6]5592] 中 我 们 一 再 指出 这 一 事实 ;即使 对 最 简单 的 方程 
也 是 如 此 . 

Bio UU rcR.am0.am—b5.2.—0tUEISUE 

ri =ar) tbrr) (4.1) 

ARRAY * 一 0, 官 始 函 数 k= const. tE 1 —7,0]. (4. D 


改写 为 
r(t—r) ZU) Tart 
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A ph =fr, M ri = 二 I (r(t-o-r)—ar(drD.Hnei-—2r.— 
l P 、 
ritira tro =p dr —baxGTrnDe—0mr)-— S ,由 所 设 


E ek c YE r 处 不 连续 , 而 我 们 所 谓 的 友 向 延 拓 解 指 的 是 


有 连续 解 ,在 这 个 意义 上 说 ,不 存在 满足 初 值 pC(2)=k(EL 一 + ,0 
的 反 向 延 拓 解 .这 里 gea 是 连续 可 微 的 . 
进而 ,者 RFDE( 访 对 某 一 -特别 的 连续 可 御 的 初始 函数 8 可 以 
反 疝 延 折 ,要 保证 这 一 反 启 延 拓 的 唯一 性 也 是 十 分 困难 的 ,五 十 年 
代 到 六 十 年 代 期 间 ， 前 苏联 学 者 是 做 过 大 量 探 索 ， 证 实 唯一 性 玫 
乎 是 一 种 偶然 现象 . 早先 人 们 猜想 ; 若 方程 在 (一 co, 5] 解 存在 且 
xfo) 等 于 指定 的 刀 , 那 末 是 否 反 向 延 扫 解 是 唯一 的 ?入 .n Mekic 
用 反例 否定 了 这 个 设想 . 进而 提出 ;车 在 o 处 给 定 7(1) 所 有 阶 导 
THE E ST BIET 
r(o)-a^",r (Srt rla) S h, (4. 2) 
那 末 反 向 解 是否 唯 一 ?” 回答 仍然 是 否定 的 ,如 
例 10 (本 章 例 6) 方程 
zr (D -bGxrG-1) (4. 3) 


0 t0 
solent Qar] 
lo >l 

z (ÉEI—0 EF Oo CAR R o im] 4. 2， 
BEH Ee i EAAS AEE — e m S bud E UE E 2: 
(4. 20 OR. 人 一 1 20 二 0), 

最 后 人 们 设想 ,对 常 系数 线性 系统 .如果 反 疝 延 折 解 存在 ,在 
”5 处 有 任意 阶 导数 ,所 给 的 初始 函数 在 a 处 也 有 任意 阶 导 数 , 二 者 
之 值 又 相等 . 那 未 反 向 延 拉 解 是 否 唯一 ? 回答 仍 然 是 否定 的 .例如 


16] 


— 


图 4.2 
tW 11 it a.b ,r2-O du bu0,d—0,3]17; € 


x (=ar tbrr) (4. 4) 
在 [一 +,0] 上 给 定 9X0 A 
Ü 二 一 六 


gu) = ee e e 0 pt0 
0 t=0 

Bü efc 5.0) EU SUR eI AEN SCA. 
沿 负 向 求解 有 | 

rar =E —agK? 二 一 r*9j 
或 者 改 记 为 

z= etager 5E[ 一 2 一 中 
可 议 验 证 在 [一 2r。 -ripy Hn RG g(t) 在 [一 ,0] 上 的 诸 性 
质 , 于 是 可 递 椎 到 [一 3r, 一 2r] 上 ,乃至 (一 co*0] 汪 肥 向 解 存 在 . 如 
图 4.3 所 示 . 振幅 址 来 越 大 ,频率 越 来 越 高 ( i 9 EDO 3E RR V. 

r(0) —0,z7(0) —0, (0) 2 On 1 (00 0 (4.5) 
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BH 4.3 
但 是 , 它 不 是 唯一 的 ,因为 ke(t EE JANE Ge const. 2, 
环节 给 出 一 条 左 方 小 步 忠 肉 反 向 下 扫 的 判断 准则 . 


2. 莫 子 的 原子 性 与 测度 光 和 性 


例 12 Eiti E EERE. HAE 
rGb—a0rG-—r) (4. 6) 
车 a 二 0,pEC 是 给 定 的 ,+ER, 过 (o,9) 在 在 反 向 延 拓 解 , 则 9 必 
AE ESO [ —6,03 E 818 G7 00, 3E EL 9€ — aC gC n. EE st 
E-e OHE au GO TETE H. (O0 —a (009 — 7) , B fe (i1 xg 
X 


rn) EO (4. 7) 
t€[—6,0]BE r-r& [~re r] BI (O0 fE[—7—$. 0] ER XA 
并 与 成 
ger r€[-—e.0) 
$4) t€[—r—e.—«] 

p t€[—r,—«] 

-| 十 六 

agio Sborra] 
从 这 个 例子 注意 到 两 点 : 


«e | 


i63 


GRE —6,0 HT ac c0 (4. 8) 


(2)tE[ 一 e,0] 时 gpg 连续 可 微 且 «Doug 4. 9) 
AU 903€ HE o dk —r 处 有 特定 要 求 ,f(z,9) 随 着 gq( 一 让 的 变化 形 
式 取决 于 一 个 系数 而 依赖 于 p 这 是 本 节 行将 引入 的 原子 性 定 
X. 以 后 在 中 证 型 系统 中 还 要 各 到 . 

Banach #1 C— CQ —7,0], RO EKREM LCR" id 
HA L€ZG,.RO. 沿用 第 三 章 的 记号 有 


LO =f CdD IAL) (4.10) 
£ LC XRXC-R'NLÉOOE€SIG XC WA. 6) 为 
LO. |. daa (4.11) 


这 里 A€ R9 (0) 9 CALO EAE nX ARTERA. 

4X 4.2 WW LOG,9ECB SL BEOCHEIE SUY 8€ 8.3 纯 量 
Ef XG.2.*(,0)20, EF A.s€ RR 是 连续 的 ,使 得 对 AE AZR, 
5250 m ar 


ilim eL (pK 0e YO.Diel — G2 


ki BÀ 

|gl Xx C rpm p 8 SEL 

这 里 引用 一 个 已 知 结果 ， 

引 理 4.1 E LE€COGOGLZOGRD.ACR.I LCS ORA 
测度 光滑 性 . 

定义 4.3 对 工人 .了 的 表示 式 (4.7), 若 有 ER HPE AAR 
L) AQ. B 09K. 07 YEA A b E dE SERI devAs0. Wl i 
LA 在 上 ,于 户 处 是 原子 的 (Atlomic). 

f AARDE ACR EIER. WERDE LADE A b, 
于 这 处 是 席 子 的 . 

注 4.1 E pAg AEI n.n X 4.38, 
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dr 6—0€[—r.0],0* RA o. 

drp0-——r€[—r,0]—r Rr. 

Bis dWUbLG.p—aGqX0 tbe — D. W L ECR H 
EAHA. Rt a(D bE R RER HANGARA m US 


a(t) 站 一 
rn; —r« «0 (4.13) 
—b(t) 0-—-—r 


p 
则 由 Lt, 二 | (dy(t,0)>gK0) 推 得 


det(9(7,0* )—9(2,07 )] ao) 
detC9Ge.£* 2 —9(o.— r^ )3 —b(o) 
FRE 
LUDE o E.F 0ER TH Sala) A0 
Lü E ee E.T—r 处 是 原子 的 后 ba 天 0 
非 线性 算 子 的 原子 性 有 如 下定 义 ， 
定义 4.4 设 OSRXC EFR, DOU QR 是 非 线 狂 连 
5 GE R, KTF p EEE Fréche 导数 DGA D,G.9 eciam 
(C,R")3, H Riese XR E F3 nX n 有 界 变 差 阵 np 00 Gg 
€ Q.oe[-—-r.o]f& 


Dye pp=f Gap: ec (4. 14) 
om EOR 6,€[--r.,0), 37 
det[ (oq 070 — uo qu; 10 (4. 15? 


WI SEJESETEIT ER D YE (o. EF 0, ERTH. 

E D EY G.o€HCGOE,.T 6,80. 150 nor Wi FE] D 
EH b. 9, 处 是 原子 的 . 

原子 的 定义 本 意 是 精确 描述 FDE pH gA. 
方程 的 类 型 或 者 某 种 属性 . - 

Wu irek jE 


d Ca) 2G --bD e o f Gn x70. 16) 


iu DG,z)-—aGzrG)rTbGrG-—r)x D «2-—aGg0-7 
bg —n in EREA 

DUDE IGR E. T 0 fj TÉOaQ04€1 

DG,q9ME ICR E, T.—r 处 是 原子 的 时 60) 了 0,t:EJ 
EI EaG)—0.,6G350- (4. 1604 A FII a8 —0,a 00250 E 
R 3183 ,a(2250,5(02750 是 NN 型 的 . 3x JLEI HE E T ELI 2 5 28 
原子 的 说 法 . 

例 15 考虑 一 个 非 线性 方程 

2a xG)rG)-bGnG—rnzG—nD»-cLaGQOxG) 


Tib — fx uG—r)» (4.1) 
把 (4. TD PES E 
d Dua) S tox (t+ (Dat Gr) 
dit LI iP . dt a ax t ? : M i t r 
—fGa).—r) 
另 一 方面 
$ Disa) —D,G sz) + DG 2, (4. 18) 
(4. 18) i Fréchet 导数 D,G ,2z,) 具 林 计 算 刀 下 。 
DG F9) — DG. g) =a AAOH YH FE (C 0) 


+r —a09 0)— bg Cr) 
-—2aQ0g(0$GD0 十 btDg( 一 rt 一 r) 十 非 线 性 部 分 
由 此 得 出 
D,G.g)d—2a()gX09GQ0--bGOgX 4X —r) 
D,G.q)r,—2a Gr) rr) Horr xrG-—r) 
RANEE eH 
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2a()4X0) 0-0 
«cen -—re)x0 
—bü)gX—r) 6—-—r 
由 此 有 
D,G.é- | cuo 060) 


DyD 在 :ET 上 ,于 0 处 原子 全 Dt, 在 :E11 上 ,于 0 处 原 
Tedet |ue p a uep | 在 1 上 不 等 于 02a (040 — 
2a (t)r(t)y60,.1€ I. 

同样 分 析 于 一 + 处 原子 的 状况 ， 

例 16 考虑 方程 组 ,A,B,C,D 为 nxXn 常数 阵 . 

ArzG(G)T Br(G—o0-CriGOo T Drar) (4. 19) 


左边 为 所 [zt 十 号 天 人 4 一 FT = DG :P) 
DG.) = Dip = AgX 0) 4- Bpr} 
x 


A 0-0 
pip 8) jJ —re0-70 
—B 8--—r 


DX =| atate 09th 


站 (内 在 上 上 ,于 0 处 原子 Pdet4 天 0 
DOE I E, F-r RT e deuB £0 


3. 反 向 延 拓 定理 


定理 4. 1 HOCRXCIETHS.AQ-—R 连续 ,给 定 初 值 
(o. € OQ. iu 
(1)3 «€ or) 使 4(0) 在 [一 a,0] 上 连续 日 9X0) — Fa. 5. 
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(2) 当 了 关于 y 是 线性 时 ,了 在 [o 一 ,co] 上 ,于 一 " 处 是 原子 
的 . 
当 f(r. 3m T 9 是非 线性 时 ,存在 8B>0, 使 f(z, 区 在 U 一 La 
一 a,9]X Bos 上 于 一 + 处 是 原 隆 的 . 这 里 
B,,— ip: p EC, ly FA} 
(33 f G AI p FEER — Er Fréchet 导数 , 则 3 x>>0, 使 
RFDECA(G. Diti 9 BEBE BLo—r—ecit3 HE —. 
证 x 为 方程 (3.1) 过 (o,9) 目 定义 在 [se 一 r 一 a,0j 上 的 解 的 
IRRE 
faro =r =p arata (4. 20) 
| E= F t E Q Gat 
HV c0, R p [ —r—a.0]—R" 为 
、 [PO c—rEEO 
POSI) r-ak r 
ii xr(-cD0-—90 +Z), —r—ests0, TJÉG.200XCT z Bin] 
Bii AR ZOWA. 满足 
fKG-rt.gZ)-5g0) mekt 


Z,—0 (.Z0€Q CH 
Ea CE CD G ptp T RENS 
fl rt — fG «oT f aed gq d), 
—fG. DHL U p ptg Gp.» (4. 22) 


HE h gap OX Go V EIESERI.EG,S,0—0, BXIV G.o9 € 
Q,3 8-9 nmom— T XTG.e. [DESEAS Re Cop D. 
£G 9,0) 0 fi (8 

lg GquD— gp zieGa B | 全 一 二 | (4. 23) 
dp Ie sg ips]. 再 把 (4. 21058 (4. 22) 式 展开 得 

Fotto tZ =f Goat go) LG gt gGdM m. Z) 
于 是 (4.21) 式 化 为 | 
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L(a-t,$)22Z,— — f(a-ot.9)—gG-r19,ZO0 90. 
—aexis0,Z2,—0 (ZE 名 
(4. 24) 
EXPE COD nx nl FEOEAXSBE atig 0) ,Cg 十 1 aE QAE 
[一 r,0j, 使 得 


^ 0 a, 
Fo 二 ep)2 一 | Guter e 22, 


AGA) 


(4. 25) 
其 中 AGE L9) ulate prt (otis AK aH, 
9 €UCC OB ,detA(Co-t.2)2:£0. | 
Eta 0f r:€[—2a,0]B] (4-19) € U TERA. 25) 代 人 
(4. 24518 


4(c 十 4 和 2 一 门 一 一 | Mant GZU) 
—f(a--t,$)—gG--tg. Z2) - 9X0, -asxctsco 
Z= 0 
TA FRIES ET CREER Z 的 存在 性 , 为 此 给 出 一 系列 估计 
A: " MN 
Mv YE (0,5, a2-0,87»0 B3 2€ [2,0], 9€ Bo Lig 
EC |p x gt .c-59-9€ Q.H 
[A^ atep Hp eG i pm d D LY (4. 26) 
lA" Co4-t 94-92 LM g++) Y (4. 27) 
其 中 4:62XRi 一 RR; 蚌 连续 的 ,A(o 十 i 9,0) —0 ELTR AE fi 
| dtoe ptp DIAD ICA CH) eH so) [e 


电 引 理 +. 129a 是 存在 的 .进而 ,选取 a B.a€ (0.0) B€ CO. £0. (E 
EN 169 


E t€ [—2a.0]BF ^N 


ia—gl «8-2 
JA oti g] | feta) — f Co D B (4. 28) 
Jaate p | [g00 —9X0 | XP (4. 29) 
对 所 选 定 的 a. 8 定义 集 
Bla P= (t;£€ C([ —7—9,0], RY) 50, f, € Bp Ela, 


01j 
HY £€ 5a, PD sg LEE 
T :58(,B)C([—r—2,0], R") 
TtG—r)2 A7 iett, g) f ECA BO AO — f Gag 


—f(ad-t,g£) — gCod-t.9 C) H- 90 —$0)) 4€ [—2.0] 
(4. 30) 
Tt,=0 
若 人 在 澡 (a, 刀 中 存在 不 动 点 7, 则 5 在 [一 r 一 2,0] 上 为 方程 
(4. 21D 09 IE H (o H0 — 9x40 HCECO PR ÍBS (3. DTE[e—r— o] E 
的 解 ro. ABAAA T: Ea AMAB, A a ME 
射 . 
事实 上 , 当 1Ef 一 0]19€ [一 r 十 ac0] 时 ,二 0E [一 r， 0 RR 
由 Ga Dig sg X o»£ 00 —£GM8)—0Qq,—0), 8] 


9 ^ 
Il ,LdotXa Ttg 050) | —0 
注意 到 (4. 28) (4. 2778 
" 一 Fr 二 本 
|47 G0 [7L Gants] 0350 


=]A Hett AGE gi DiLixxYg (4.31) 
H. 23) i9 
lg(ad-r.g tol gtt py —gGei gi. 0 | 
zzetod- tq DNE 
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BG. 26)18 
ENMICEZEMIPFICEER RES (4. 32) 
AFEC. 28) (4. 2904. 310 (4. 32 4818,35 :Ef 一 &,0] 时 有 
ICT G—»|- ITEG- 2| 


«LA^ Gs; MOT Cae t ADO 


4 LG.) — fX.) (gG te m E) d- 190—901) 
«YD -YB--YB-p-YB«zB 

>T 把 Ba DREA Ga. B). HK og v 66e 8 SITE 
TOG) —O8G—7)| 


& A7 i-e 90 VI Cents (OEEO 
十 ielat, A ,LO—gG T t9. 8) | } 
&Yt—6 | 7&6 gE 


妈 亲 为 压 编 ,在 在 不 动 点 #. 证 毕 . 
倒 17 考虑 一 类 非 线 性 生态 FDE 
XU)=—artt— 1 0TzrO3,.0 (4.33) 
现在 f,9)— —agC— DO T 902, Fréchet 导数 F^, Jy 
PG Dé ap AO ap — 40. (4.342 
É gE AR, p= —o[19-90] 
Rio pERXC HERH 
(D3 a€ (0. D pE —2,01] LE H, 
K= ap DEH] 

(2)g(056 — 1,08€ [—2.0]edetAx0—3 870,407 pE B,, 
—i(e:8€ C. 1&— gol : PHbE 0055 —1,0€ [ —a.0])H (4. 340 
fG.eikLa—a.c] XB, F1 处 是 原子 的 : 

(DI APE Fréchet 导数 ， 

由 此 推出 定理 4.1 全 部 笨 件 成 立 二 3 a€ (0,a) 使 (4. 33) 在 fc 
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—1-—24,5) Eiti pH FECISTI SR « ELS d, 
gu) d—izxe 
so- 


94-1) —1—azig— 
trot 7 bL 49e 


$5 解 的 整体 存在 性 


上 一 章 我 们 给 出 了 线性 RFDE 解 整体 存在 性 定理 . HRE 

介绍 RFDE(/) 
工人 一 了 (tri) (5.1) 

的 整体 存在 定理 , 先 给 予定 义 : 

IX 5.1 KO. 1) 的 甫 是 整体 存在 的 ,车 对 任意 的 cE Rp 
€C,C5. Dit GG. p IS S& x(o.o GoE[a—r, 2o) f£ TE. 

整体 存在 性 对 研究 RFDE 许多 解 的 性 质 是 十 分 重要 的 前 提 ， 
例如 振动 性 、 稳 定性. 渐 近 性 等 等 . 迄今 为 目 , 所 有 结果 都 蚌 党 微分 
方程 解 整体 存在 定理 的 相应 推广 ,这 里 只 作 举 例 性 介绍 . 

由 3 定理 3. 2 之 若 FG. EQ dex BLU CQ RCR AA 
B .erG REG. DidtG.gE[o—r, 82 E] As Bp E R, Dü ZEE TE 9j 
{ d: n0 lli (tim 0C U 24 n>N. ER Æ Bo, M 
PEIR FIERE. n 9 97 R En eoo. 

H I=la DCR, V I XR |R 连续 ,对 1E1,gE OT TR 
上 述 结果 写成 ， 

引 理 5.1 设 f(t, 和 ) 全 连续 ,xr(z) 是 (5.1) 过 {4g,9) 在 [eo 一 +， 
ALEAR E 8«o.003 (17987 noo 时 有 Ct) ioc. 

若干 记号; , 

Iz[a.bY SR Ca 00 ,或 La 0) IER 

Vir) IX R'—RXESE WEG 9€ DX R ER 


Di Va gO) = lim EV GHA at) GO 
h—n^ 


— V (t,9€022) (5. 2) 
Di ,4,VG.gqx 0) — lim. 二 CC 十 各 rf pt) 


ho 
-Ve (5.3) 
Apg rO GA) 一 工作 二 下 富有 
现在 设 1 一 [一 r: 全 |, 了 > 全 5。 
zi(o—r,T)— IR ERVI XR R 连续 ， 
当 'CPBddeG)—VG.rD.—rzuT.HGE OXEREPÉ 
Xt aI XCS rO] RR, 
引 理 5.2 XE Von WE 
GOES E EB vw: >R, 4E T) OE1, 0] ult) 
=v) Rw DN e Gu mes Ov) 
(234 t—rzizsm T ,VGurG) SVG, xGOB UR 
DE V G,xGD Sun (t.a) 
(3) Y* (1) 是 初 值 同 题 
YO}=o (7) tue 
Y= 内 
的 右 行 最 大 解 . Wa Cs) <p (一 0), sE [a-r e], X02 
max aN RF VE raS :在 二 者 的 公共 存在 区 域 上 成 立 . 


和 


证 ”只 要 证 明 : 对 Y 正 整数 入, 初 值 问题 
Y* q) eG Y*)-- T fg 
9-4 
BE 7^ GB VGeorGOsY"Gdk 8 Bc TETEPUSC E EBD 
可 . d SEA TETETE n RE [o— n 8 HE C. 50D CLR REV G, 
MARR EKE. 用 反 证 法 , 若 不 然 册 有 N RElo. og 
V(.r(g)Dx"(q) Eleg] 
H3 i 一 ?i 使 下 (人 yt 出 连续 性 有 


(5, 4) 


(5.5) 
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V (t, Tí} pey (n) 


从 而 


— ` ， . I 
Dó V , x) lim E 2 7 Gu ID 


t,—1, 
— Walt) —X 
Slim DZ = PTUS ) 
E medio] r 1 


—eGuYM)ibc*-G Y) 《5.6) 
EH HER 020, H se [on T8 
V GG) S Y") ()-VG zG)) 
3 nreo Nl se lnr eTA 
£00 —9Cao—o)zza(0) =V larla 2Vs,r(s)o,azs 
V (s, TO EO LY (s YP(g)mVG ,G)) 
故 对 <sE zr Lh BE VG ODSEV G xD. 
Dh. DV (y x GOD Gom ) m GYRO 
ix 5G. o0). 
对 右 行 最 小 解 , 可 类 伺 地 定义 ms 得 出 相应 的 结论 . 把 它 写 成 
引 理 5.3 在 引 理 5.2 中 ,用 me EE o — e LEX CR 
HRE., (DHAR Y VGV a tt 时 有 


Dook rt) Ga) {5.7 
Y G) RHE 

Y()-—w.Y) tue 

7 一 (5.8) 


AR. DU as) 之 ets 一 zsE La 一 r ,oj "EOS min als) 
BERE VGorGOZIUD. 
在 证 明 时 ,把 方程 族 (5. 5) 换 为 


] 

u Na 了 
P'a)-a Y) yy tz (5. 9) 
YY t 
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其 他 叙述 与 引 理 5.2 完全 类 似 . 

定理 5. 1 GSURIEOEWGARYCVIRX CR, lim IVG,1— 
oo fii IE 

OYERE r RR ER ES Tr 
时 ,VCs rt TIcrer7， 风 

De V(t rt ana) 

(DE H trist Vir GEV a,i), Wi 

Di oVGyorGiDDXun Ga) l 
其 中 aG)—VGzQGD o, m RXCQ-—r7,0], RR IE 
续 药 ,并且 对 任意 给 定 的 连续 画 数 uv. RR Ri€C R.Ó€[—r, 
01.34 u, (OD Su (D Lu (0 =u) 

we; CL) Sant uu) (1.2) 
则 当 FG) —a C REEE G — 1,20, 7; E CS. 1) 的 解 整 
体 存 在 . 

证 did x —9z(G«DG.aG)-VGIrGD.(C€[o—70 933 
it) 是 方程 yi) 一 mtt OG uOBTERTTREK ORA 
Kt —. GT 03LG O6]fif Bo B. 这 里 5,&E CCL 一 r.0] R), 
€(s—a)x;a(s) X; d(Gs—a).s€ Lore], (GO S min aGOx 
max a(s)s 40). 

HERRERIA 5.2 及 5.3 

PCEN t€[s—r,81 

A 8-40. WA bt 使 re jalo al) -ce 这 与 
to 在 Lo 一" 人] 于 的 有 界 性 矛盾 . BL 8 一 十 oo. ES. 

为 了 在 研究 稳定 性 ,振动 性 , 渐 近 性 等 一 系列 性 质 时 ,要 引用 
的 各 式 整体 存在 性 条 件 , 我 们 都 把 它 写 成 定理 形式 以 便于 引 措 ,而 
实际 上 其 中 许多 结论 只 是 简单 的 推论 而 已 . 

定理 5.2 车 存 在 连续 函数 VV;:RXR" 一 RR, ,满足 lim Vo) 
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一 十 co ,使 得 对 任意 给 定 的 连续 函数 RR RERO (Mr 
L V eG Vr 
Dink {tr En Go) 
HP aoo, 同 定理 6.1 所 设 , 那 末 当 方程 
YY) = w(t,) 
的 解 整 体 存 在 时 ,5, 1) 的 解 整体 存在 . 
定理 5.3 FPERRA SRR =R, HE 
(S(tt Tt)=0Or=0 
(2208 G, Ax) —AS Gar), SG ryan ESG A0 
Tı y€ kR" 
COLERE BB XE SE PR DET LR REC R, É Mr rmm 
Ss GI) SS Gr), 
ES) leo SG fox s o G sa) 
其 中 a) —SGxG) m AEA 5. 1 所 设 , 则 当 方程 
YI) = on Ct, 7,) 
的 解 整体 存在 时 ， (5. 1) 的 解 整体 存在 ， 
定理 5.4 若 存在 连续 一 数 MN LR RE 
| FG Is MG EN(O el. (p €RXC 
W(5. 1) 的 解 整体 存在 . 
定理 5.5 PV G.,peRxC.l|fi.oisM-const. 则 (5. 
1) 的 解 整 体 存 在 . 
FRERE GED IELÍIgl.Loconst. (gERXC HR 
EEFE. 
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第 五 章 


RFDE 解 映射 综 析 


本 章 对 RFDE 的 解 与 常 微分 方程 相应 的 若干 概念 作 进 一 步 
比较 ,并 给 出 两 种 解 映 射 的 一 般 性 质 , 部 分 讨论 对 NFDE 也 成 立 . 


$1 解 性 态 对 常量 的 依 台 关 系 


1 解 记 号 的 注释 


E FDE 的 发 展 过 程 中 , 解 的 表示 样式 比较 繁杂 . 设 RFDEGQOD 
为 
zr = fta) (1.1) 
BMA Y oa DRRR ee C—CQ 70] RO. (1.1) 过 (a， 
内 的 解 有 以 下 种 种 记号 
OX elat) ;大 体 上 沿用 到 60 年 代 , 目 前 已 不 用 . 
《2270t)vzttvosg 的 zt)royp) 这 是 目前 最 普 总 的 记 
法 ;在 各 种 不 同 的 场合 随意 选用 ,而 不 致 引起 混 消 . 
Cr op ,x(a.qy A (rio p F.A (等 等 ,是 在 特定 
的 场 侣 强调 方程 的 右 端 函数 PR 最 后 一 个 表示 式 还 强调 了 方程 中 
所 会 的 参数 4, 亦 即 它 吉 示 方程 
ra= FO x) (1.2) 
io. . 
GC ra AD LEL r OD aD Toup. d.c, fg. 
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TU o, hq 等 等 ,是 (3)(2) 情 形 在 空间 CC 中 表示 解 , T(t,o) 是 由 
《1.1)? 或 (1.2) 等 价 的 积分 方程 确定 的 算 子 . 

在 许多 场合 , (1. DRRR ER ,而 代表 以 r 为 参数 的 方程 
” 族 . 则 解 也 可 写成 x(t,oy Pr)， 
HEH TO. p. NSW b 


TE Dp=AO +| frz )ds ta (1. 3) 


本 章 要 进一步 研究 了 (to) 的 一 般 性 质 ， 
解 的 表示 比 常 微分 方程 复杂 的 原因 在 子 ， 
由 需要 初始 孙 数 Fp 而 不 是 工 的 一 个 值 ans 
CORRER RE RIZR ATE R^ 及 C 中 作出 两 种 解释 . 


2. 解 关于 淆 量 的 依赖 关系 


作为 例子 ,考虑 (1.1) 的 一 个 特殊 情形 
xG)-fGGuaG)uG—r) (1. 4) 
Kee RS ,作为 一 个 参数 ,所 以 (1.4) 是 一 个 方程 族 .r 在 R P 
选取 不 同 的 值 , 解 的 性 态 可 能 完全 不 同 , 从 事 常 微分 方程 的 工作 者 
或 者 诸多 应 用 领域 中 的 工作 者 ,最 容易 出 错 的 地 方 之 一 是 ;在 没有 
足够 根据 的 情形 下 上 略 去 :, 而 把 它 作 为 常 微分 方程 来 处 理 . 有 一 系 
列 反 例 足 以 证 明 这 一 点 . 

《1) 在 第 四 章 中 例 1、 例 2 说 明 改 变 r 的 值 可 以 改变 解 的 存在 
VE. 51 2、 例 3 说 明 改 变 z 的 值 可 以 改变 解 的 唯一 性 . 

《2) 取 不 同 的 rz 值 可 改变 方程 零 解 的 稳定 性 ， 

“C. DAER ER, AY 60.3 8,670 BE 2419] 
«HB ixG.o «eura. 用 第 七 章 提 出 的 办 法 可 以 判断 下 而 
两 个 例子 的 结论 . 

例 1 方程 

rG)—arGMrarG-i-rü-0 (1. 52 
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当 r=0 时 ,不 问 a 为 何 值 (1.5) 都 化 为 工人 加 十 xz 人 一 0=> 零 解 是 中 
心 ; 是 稳定 的 ,对 给 定 的 rE50,r) 和 适当 选择 的 沉 数 a,(1. 5) 的 零 
解 是 不 稳定 的 ,因为 1.5) 的 特征 方程 | 
A —aà taie * 4-1—0 (1.6) 
FER RAH A. 
反之 我 们 有 
例 2 对 方程 
T 2TO Hra rH 6r) — rt r=0 (1.7) 
35 r=0 时 (1. DEA G0 — G2 — 0. PEREA IER A— 1500 RE 
是 不 稳定 的 . 而 当 rE Ce TOR PRO ORBIEROER EIN. 
《3 选取 不 同 的 rE R, ,可 以 改变 方程 局 期 解 的 存在 性 ,如 
例 3 对 NDDE 
PAD r) tera) Herr) =À (1.8) 
c const, £0, € c— 0, C1. DEA x Go ez (GO — 0 没有 非常 数 周 
期 解 ,而 当 o0 时 ,(1.8) 有 周期 为 2c 的 局 期 解 cos Z, 
反之 我 们 有 
例 4 对 二 阶 RDDE 
T(E) = rf) RELrAt) — arr) 
zQG)— —ruO)—KÜrnG)—2xQ—27)) 
当 r=0 时 对 ¥ 玉 ER,(1.9) 的 零 解 是 中 心 , 即 存在 周期 解 . 当 0 一 


r«2x 时 ,例如 取 开 二 - MRE 如何 地 小 .(1. 9) 必 无 周期 


f. 
C4) 选取 不 同 的 rE R. ,可 能 改变 解 的 振动 性 ,例如 
例 5 对 最 简单 的 RDDE 
r()--—rG-—r) (1. 10) 


a5 rcl 时 解 都 不 振动 ,而 当 r= 二 时 有 振动 解 sin£ 与 cosf. 


(1. 9) 
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=. 


反之 我 们 有 
例 6 对 二 阶 方 程 


zQO- LG 04 GG-0—70—90 (1.11) 
M4 p "e 心 ,一 切 解 振 动 ,而 当 r==4ln? 时 有 非 振动 解 ， 
AACO 31 的 特征 方程 为 
xe -1-9 (. 12) 
有 实 根 ,对 应 于 实 根 的 解 e* 是 非 振动 的 ， 
OSa HE. AERE Ti+sTeo ttn HL Ee Eg SEE r 
入 的 不 同 选 择 还 可 能 政变 方程 的 类 型 . 例如 
例 ? 方程 
iQ LGG-r)— kemr 226 S) $165) 
—1) (1.13) 
395 ror ER rén BG. 13) NDDE , m 234 07r, 时 是 RDDE. 
(6) 在 一 些 FDE 应 用 的 文献 中 ,把 系统 


r= fira), rit—r)) C(1. 14) 
中 的 z(t 一 5) 展 开 为 级 数 
z 
rG—0 —2G) — 120) 5 3) m" (1.15) 


RKO. 150 EE PCIE Pn m RH 853 D e Aa T0 ,使 之 化 为 
一 个 常 微 分 方程 以 求解 或 者 判断 解 的 性 态 ,这 种 做 法 极 易 导致 错 
误 .如 
W: 设 r=const, 半 0,zER, 对 RDDE 
rtt)=—2z(t)+xr(t—r) (1. 16) 
t 8 2 ARE REGIE IDESGE IU IRRE FII BEER DRAIN- WM 
三 项 到 (1) 为 止 ,代入 (1. 16) 得 到 一 个 常 微分 方程 


Z 
ID= 2a) (1. 17) 


不 沦 r 如何 地 小 ,总 存在 指数 解 ce".400,c 其 任意 常 教 二 (1, 17) 
零 解 是 不 稳定 的 ,与 (1. 16) 正 好 相反 . ERRAT, A z 为 止 , 则 
(1. 160 1X 


"(nul 
x DO (1.18) 


则 (1.18) 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,此 时 稳定 性 与 (1.16) 相 同 ,这 表明 这 
种 向 法 带 有 随意 性 ,应 当 绽 出 合理 的 条 件 限 制 才 可 以 进行 , 之 所 以 
时 有 出 现 这 种 做 法 ,是 因为 的 确 有 方便 和 成 功 的 例子 . 
例 9 考虑 方程 
r)—r-—r(—r) (1.19) 
取 展 开 式 41. 150 2 BEZ2398 383 m GO IE iA (1.19 18 


rr T2(1—0zr-—0 (1. 20) 
《1. 20) 的 特征 方程 为 
1:4 2-2(1—:)4-0 (ìi. 219) 


两 个 根 为 A=0,4=2 TD , 当 zeE[0,1) 时 (1.20) 的 零 解 是 稳定 


By. r= 时 是 不 稳定 的 ,r= 二 0(1. 190 显然 有 零 解 的 稳定 性 , 这 与 
[2] 中 对 (1. 19) 的 分 析 结 果 完 全 一 致 . 尽管 如 此 ,我 们 仍 要 提请 起 
者 注意 这 一 向 法 可 能 导致 错误 的 危险 性 . 


3. BEES IEEE EHE IR 5 4) t 


LERRET- de PRGP RD RU FOLGE RUE EL SRL 
FDE 解 的 性 态 随 着 ce R Ir dp d im fap p? 

E FDE 解 的 存在 性 为 (五 ) DE — FER (UD ,稳定 性 为 (3S) ,周期 
解 的 存在 性 为 (P), 解 的 振动 性 为 (0) .等 等 . 泛 指 时 记 为 (X)， 

RER HERO R PERCOR r S Rigo o O0. 
COPR ME c ERA O, AOR ar, 
A COCR 具有 这 样 的 性 质 , 当 r cow *(X) 肝 ,对 含有 rr' 的 
任意 小 邻 域 
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B(r',ó)-—iri|r—re' |80,7€ R) 

中 都 存在 异 于 +" 的 值 r EEEO TF € 与 工 来 说 一 个 是 成 立 
的 , 另 一 个 是 不 成 立 的 , 换 和 句 话说 ,这 种 e 的 值 的 微小 扰动 完全 改 
TRARRE). r" 叫做 性 质 (XX) 的 一 个 分 岐 点 . 

E -ez ”(X) 一 好 ( 空 集 ), 则 FDE FHER OOV rER È 
BR ACE AN AMEN AEE. 

这 类 课题 值得 进一步 广泛 研究 . 当然 ,最 要 紧 的 部 分 是 型 清 
7 250.0]:: 15:2 


$2 两 种 解 映射 与 半 群 


1, 两 种 观点 的 比较 
设 以 和 RXC 为 开 集 ,FECCO,R"),(1, 1 的 初 值 总 是 宣 成 
rl =f ,2,) 


E=? 


或 者 等 价 的 积分 方程 
x) so) [/6. nds 


(2. 1) 


. (2. 2) 
了 一 及 
a MHE R 中 写成 zio ph E C 中 写成 
T ogar P=, (2. 3) 
对 于 几何 理论 而 言 ,在 CC 中 考 趾 解 岗 射 要 比 在 R" 中 丰富 ,以 一 个 
例子 来 说 明 这 一 点 . 
例 10 设 xER, 方 程 


ra=- ale) (2. 4) 

T NE sinr,cost, 在 平面 i, r) 上 ,在 [cce) 中 相交 无 限 多 次 而 不 

酸 坏 唯一 性 .但 二 者 在 任何 区 间 上 不 相等 . EXE C 中 ,TGQ,o) 是 一 
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一 映射 (由 下 一 眉 定 理 2. 1 保证 ), BrEDSDUL IIR EE HT G D 
于 zttyay 人 的, 这 对 自治 系统 尤为 重要 . 

现在 给 出 一 个 了 (zc) 为 一 一 喘 射 的 定理 . 设 第 四 章 中 (2. 1) 
的 存在 定理 成 立 , 并 对 Y (0.09€ ,存在 如 ,ys 以 及 一 个 阔 数 r E 
AO. DiELo— 7.5, FB n[ EIER. 

对 给 定 的 eduQ.—i9 0 €Q),uimaqTGa:;Q.c. 
对 YY pE Qute op) 时 了 (ago 内, 我 们 有 

定理 2.1 设 避 三 RXC AHH. OQR 连续 , 且 了 (ro): 
Q.—C.r€[a.5,0 c F3XEQ EF -r 处 是 原子 的 ,网 TLyo) 是 一 
一 映射 ， 

证 HRI. 若 结 论 不 真 ; 则 3 C B XU Encls. 
Db. dE x, (0.9) — x, Ca JO E 16a FE GS pxGa4o E 
r—zr(s.q.y-—rQr, Du io oxcrscs 时 成 立 

ID= fas)» PDSS E, y) 
由 于 下 在 上 于 一 + 处 是 原子 的 =>3 eO ER. 1) 在 [一 r 
—a 4 Et GG, (x) = O3 y, P EEXEBIE — — 4 BR. 这 是 反 向 延 拓 定 - 
BE DRUERJ , BERG x Gy XE 0€ L5 2,6 Tz OSEE GTXXCRE 
的 uo B.uwu. 


2. 强 连 续 半 群 


对 解 映 射 了 (fc 的 代数 与 拓扑 的 基本 性 质 我 们 给 出 确切 的 
描述 一 - 它 的 全 体 是 一 个 强 连 续 半 群 , 
为 了 强调 (2. 1) 的 右边 ,把 算 子 了 记 为 T(t,o), 若 (2.1) 是 自 
治 的 , 则 不 妨 取 so 二 0, 此 时 记 
TG, AT CO (2. 5) 
*3 HIBI€ CO. DEE SEQ IERI EXERCERE AO, 00), 
T,G)XF t EE, E. S (TG) € 0,00 RDA Rr 中 的 范 数 ,再 
定义 它 的 一 种 代数 和 运算 *。” 
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T,G) * T,G) TG O0 1,00 (2.6) 
则 5 是 一 个 含 单位 元 的 半 群 ,因为 
《1 封闭 性 由 52.67 保 证 . 
2) 结合 律 成 立 ， 
T;GOUD,A ET AOST T(r) ATEM IE) 
=T UOT rO =T OT] Tir) 
《3) 单 位 元 为 Tx0)AT( 恒 等 变换 ). 
此 外 ”“。? 还 是 可 交换 的 ,并 旦 是 迷 续 的 ,事实 上 ,对 应 于 上 十 r 的 邻 
Bi e. T, GMTD«BEIpusxYW,.ügiT I mE UCOIWJI s: 
HE OMT GOMA VONT r8 4phk D. iE UVCW.BIES 
p. 


$ 3 T(ty9) 的 有 界 性 


RHEE. 1) 解 存在 且 满 足 依赖 性 条 件 , 则 有 

定理 3.1 对 :=o,T(i,o) 是 局 部 有 界 的 . 

证 由 所 设 ,T(t,o)g 关 于 (4,o, 四 是 连续 的 二 对 VY pE 
C DEQ TE p 是 确定 的 ,存在 Pp 在 C 中 的 一 个 邻 域 VC， 
8,9. TG G, oogRol aj. 

Tt,0) 可 能 不 是 一 个 有 界 映 射 . 

例 11 考虑 方程 


iD 一 ez 一 | (sas (3. 1) 


其 中 rd CC rs], RT) ,显然 
了 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 
记 单 位 球 B—(o:gc C. lol sl), 8€ Box(0.5 (ORE G. Dit (o, 8) 
的 解 ,对 于 8260,2«0, 5 COO 1. DOR 
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r(0, CO r GO A OE (3. 2) 
XP— UI e BEES OE BP rO y G.yGdEJPR yG —yD, 
y(OD 1 BR (0,0 GE[0. D EFE. 


求解 jy 一 yD 过 yD) 一 二 ,由 (0 一 1] 一 ce 一 一 1 B y) 


=r p iE .0,1) 时 


XO Dy 0, be) (3.3) 
Hier JEG. 1) 亦 为 
ZE 一 2 人) 或 了 (0 人 (1 一 +2(0, IC) (3.4) 
(3. DEMER EG (0,0 GOOD EF IPPEROS 
2,50 = — (3.5) 
一 -一 一 一 十 > 一 ! 
r(0,6)(r) 


(3. 5E ril 上 有 定义 . 
现在 我 们 来 证 明 对 Y 60,3 £€ B, (f i 


z(0, GO) e 
]—r 


WE z(0, ED GREG ERU. 
事实 上 ,由 于 y= y Gi. 二 ) 的 解 不 是 有 界 的 . 而 对 : 
zr, (3 DEI xi — r G). E 60 AEST pO FE ECB 


EEO 一 1 以 及 | i£) |ds«2ce. (只 要 | £C) Amp. id 


yGo-yG, 0. D, y(0, 0, D—1 是 方程 y (CO — y'X€OB 9X 
BIER. X x00-—2(0,.00). 
POS y(G)—xGot€O,n» 
—PG)ZO0.H 
d GM v GO) - x G) HF 2cee— (y GD Hec GOD Cy Go — x GD)D 
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+2ee 
= (ya tH rapa -Hce (3. 6) 


由 x) EIO - yaq I xq ue (0,52, 
由 此 推出 dO 2c(QIGD0- F6. 对 方程 


Z(D0-—2cQGQG) 6) (3. 7) 
自 0 到 + 积分 

' dZ fr 

E: ze. | zede 

InZ (2-2- «—lnZG)-- &- 2ct | (3.8) 


让 此 得 c -ZG) — ee" ZG) 5 eC — 1D Z GO) — eG" 1), Hn 
e^ =e, r= i ,eT 1. 85427» Z Gr) «ez dC) «e C(n] El 
看 到 > 取款 的 原因 ) 这 表示 x2 =y) -p= pn 
Loe 所 以 结论 成 立 . 


工 一 产 


84 解 的 等 价 类 


1. 了 T(z,0) 非 一 一 对 应 的 例子 


例 12 考虑 方程 
rQ)-—-xzG—1(1-—-z9 (4.1) 
aJ M E F A RT. 
(DG. DAR rS tltER. 
(2) (4. 1) 右 端 是 局 部 Lipschitz 型 的 ， 
GG. 025 |g(00 ] € 1 时 的 通 解 为 
ce ln n] 


c,e Jean -iM d 


XA) = :ci10.1] (4. 2) 
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这 由 分 步 法 直接 积分 即 得 , 车 #0) 二 +(0) —a-c- G-T6)/0—2). 

(4) C4. DPR o=0,pE C, BRTETEH IE —. 34 — 159x001 时 
解 在 [一 1,ecc) 上 整体 存在 ， 

(5): B] C rh, pO) = const. 的 #8 C—(g€ C. e(0) —con- 
st. } 是 余 维 为 1 的 子 空间 ( 超 平 面 ). 

MPEC ,gX0) — ELM zC0,0) CO — XE 1 对 YEz0 Bar. 
V rzelenO,9 8 BI I 

设 ae 只 , 集 C 一 (PEC:MO0) 一 za) 是 一 个 余 维 为 1 的 C 的 子 
空间 .CC 中 的 每 一 元 5 决 定 RXR 中 同一 根 积分 曲线 (0,0 GO Gr 
zEO Em». 


€, 


pow 0c 


a— el e e e cana n n t a Hm o 


综 上 所 述 , 由 通 解 的 表达 式 (4. D AE [als 1,3]V ac R fü 
PEC 便 唯一 地 确定 一 个 解 . (其 中 CC 由 a 决定 .但 解 的 表示 中 仍 
有 允 的 积分 ,所 以 p 不 同 解 也 不 同 ). 当 pyEC,g0) 一 1( 或 pg(0)= 
—1) ill xCo,qGo- 10 — DV 2260 HE ir -91£221 EE n (0,0 — 
1.B] T Cc, 0048 C HtA HTE X — 6. T. 
0) 非 一 一 对 应 . ifii gx 00 | 51 时 是 一 一 对 应 ， 
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现在 说 明 ， 对 例 12 所 得 到 的 结论 与 定理 2. 1 是 相 容 的 . 把 
C4. 1) 右 疹 记 为 算 子 形式 


f—-—g€—13ü0—g$9O0») (4. 3) 
3k 的 Fréchet 导数 六。 
PF,:29009€ — D 4€0) — C1—92(0)39C— D (4. 4) 


它 是 一 个 线性 算 子 ,Riese 表示 时 的 核 取 为 
2900gX —1) 2 一 0 
sen —]«8«0 (4. 5) 
(1—9 (0)) ü— —] 
Fi.qME-—-1 处 是 原子 的 充 要 和 条件 是 1 一 (0) 关 0, 而 gozo 
二 士 ] 时 f 非 原子 ,与 定理 2.1 不 矛盾 (因为 定理 2.1 仅仅 是 充分 
TEE WI. 


2. WEBS SS Dr 36 


了 (az, 凡 是 否 为 一 一 对 应 的 另 一 种 考察 途径 是 由 下 述 等 价 关 
系 确 定 等 价 奖 . 

SEX. A.1 ua ,PERXC 等 价 于 (eo, 四 ERXxC, 若 存在 r> 
0 $f rta, x ah). 

换言之 ,车 过 (oD 与 过 ta,y) 的 轨道 有 一 个 公共 点 , 则 说 Co， 
内 与 4z, 的 等 价 , 记 为 

(0,9) 7 (Co, d? (4. 6) 
不 难 验证 "~" 满足 :自身 是 等 价 的 , 自 反 律 , 传 递 律 ,所 以 称 之 为 等 
价 关系 . 

用 这 个 等 价 关 系 , 对 每 一 个 ac, 空间 C 可 分 解 为 一 个 等 价 类 的 
集合 {TV}. 若 了 Go 是 一 一 对 应 的 , 则 每 一 类 V. 仅 由 一 个 9 给 
W. 

在 每 一 个 等 价 奖 VV, 中 取 一 个 代表 元 ¥", 记 

W(o) = Ug" (4. 7) 
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W(o) 是 使 T(t,o) 为 一 一 对 应 的 最 大 集 . 关于 这 个 集 的 拓扑 性 质 
以 及 它 与 纵 定 的 RFDEC 让 之 间 的 确切 关系 迄今 尚 所 知 无 儿 ,是 一 
个 信 得 进 一 步 研究 的 课题 . 这 里 举 一 些 例 子 说 明 W COBTBGE. 
例 13 考 谍 >=0 的 特别 情形 ,方程 
z(t)-—0 (4. 8) 
E CS (99€ C90) a), Il pe Ctr BUE ni(i ac 
XIV o. SiE V. RE CL R, Wi — IC; RJ CR, Z 
JA. 
例 14 对 例 12 中 考 虚 的 方程 (4.1), 由 本 节 第 一 段 的 分 析 ， 
对 Y PEC, p& C,,p& C, 时 ,对 说 于 的 等 价 类 仅 由 gg 自身 构成 . 
E e€C Dr MT 9 的 等 价 类 为 CoPpEC 对 应 的 等 价 类 为 
C. 
所 以 ,对 (4. DE a—0, HI W (o0) —W CO) BI3ERR Ng 
WQOD»-C-—((C;—i11DU(G ,—(71)2 (4. 9) 
RP DAISAR MERA pg 一 1,g 一 一 1 的 C 中 单 点 集 . (4. 
DERC 中 去 掉 两 集 Ci 与 C_ ,但 要 补 二 者 的 各 一 个 代表 元 . 


3. 确定 等 价 类 的 时 间 


33.4.2 称 一 个 等 价 类 是 在 有 限时 间 内 确定 的 ,如 果 存 在 t 
之 0, 使 得 对 ¥ pev, 成立 
Terri p= I 0 tr (4. 10) 
DERBI RE XL p EET RE TEL PL "RAE RE XE RA 
的 . 
我 们 用 一 个 例子 说 明 等 价 类 可 能 不 是 在 有 限时 间 内 确定 的 . 
例 15 设 r==1, 考 虑 方程 
rD =B a | r (4.11) 
对 任何 8770, 6 (0138 38 4E 1 C4. 117 的 等 价 类 是 一 一 对 应 子 常 值 函 
数 的 ,同时 证 明 存 在 一 个 970 使 得 等 价 类 不 是 在 有 限时 间 内 确 
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定 的 . 分 析 如 下 ; 

(GL. 11) 右 端 连续 ,并 且 由 

FARENE 22 —XG y — yD) ERIr —G 1+ 
Iz i— ls pP dr yXG I zn —»2 
之 右 端 是 局 部 Lipschitz 型 的 一 对 给 定 的 ee C(— 1.0]. 031 CO, 
网 存 在 唯一 的 解 Op, ERF BOXER. 

(DE 00220. 90 A (0,9, 80 CO 25 £221 时 为 正常 数 , 事 
实 上 ,因为 r0)20- |r| =ru). hE tral 时 x(t) 是 
常数 (x0) 这 gC0)). HAE g(00 — 0, MU] 950 XX HERE rO) >o 
(221, G2) 220. PARER A EA PE SR EC ERU 
JG. 

《3) 由 于 (4.11) 是 自治 的 之 对 应 和 于 党 值 画 数 零 的 等 价 交 只 含 
B. 

COR 8220. BCEz, | £00 200, EF gc C fü tir. BEDA FUÉ 
两 种 情况 acra M const. 或 者 了 6 (Gp D B x20, 
由 严格 单调 性 ,是 唯一 的 零点 . 当 (26 R1 BE | m | (00-0 
rQG)-—0-rG)-—MVU^0.05n-c13EBHauG» XT p p EE 
的 . 总 之 ,我 们 有 

“对 Y 8>03 PECPO)<0 使 二 (82 有) 存在 .” 


事实 上 , 设 PEC,RKOD 一 一 1,w 有 一 一 rr>19EC1 ,一 习 ] 且 


9(b) 在 [一 二 ,0] 上 是 单调 增加 的 , 则 只 要 e sco occ T 


finr dx 
zr = Alr ria) pr (4. 12) 


AE zG)« 0,0 s IR rpl A Br/27- 1 时 
z 必 有 零点 nk9,B)<< 二 ,这 是 举例 性 证 明 . 


(5) sg X BL C= {pEC, p0) =l =C UC s 
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C?, 一 (g€ C. , :CD 存在 }. CT. — (9€ C sn ADP RREN 由 
ti (B, qo dE XE SER — CT ;是 开 的 CT EMi. E Ct, dE. ig;c 
C? i Qu, Im oo— oc CH HUBS 2-00. 进而 指出 ,的 确 存 在 £g 


2-0 fi C*, 3E 78. | 
iG. IDAM zG — —e" B98 27-0, BE z EAG. 1018 
À—B-B| sup e” |= pe (4.13) 
8€ [—1.0] 
对 80.4.13) 4 — HIR A70 的 条 件 是 
A— B= Be^ ER Be —1 (4. 14) 


合并 (4. 14) 两 式 得 4 一 8 二 1, 代 入 (4.14) 第 二 式 得 Be ^ ^ — 1-»Ing 
十 1 十 8 二 0, 如 图 5.2 所 示 . 这 样 的 8 是 存在 的 ， 


图 5,2 5.3 
FR 8,€ (0,5 ,如 图 5. 3 所 示 ,此 时 方程 
À-— Ba = hoe’ 


有 两 个 正 根 . 设 A.B] TER W xG =e REA. 
1DEUEISRHSTE p= e"s eE oR, H 9(0 — — 129€ 
Ca >C A R. E 
So A sup Gp, 2, pE hE 
由 (4. 11 ) 是 齐 次 线性 方程 ， 对 每 一 个 正 数 a Slo. doe € Ch 
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得 rip RO —a.tzRo H xp fa 当 0 和 :< 证 毕 . 

对 线性 自治 系统 , 则 不 存在 这 样 的 反讽 , 即 

定理 4.1 线性 自治 RFDE 的 等 价 类 是 在 有 限时 间 内 确定 
的 . 

证 设 p 六 为 RFDECL) 属 于 同一 等 价 类 的 两 个 函数 , 则 对 应 
于 e—4 EINE rerio REEE), dT. vo Rp 
中 的 两 个 元 . 由 第 三 章 的 结论 :存在 带 数 aux OORSTT 0 的 速度 快 
于 任何 指数 函数 全 >r, Y 与 q,y LX HW >r tf r0. HD 
等 价 类 是 在 有 限时 间 内 确定 的 . 

对 自治 线性 RFDE 

rG)—LGO, r-const. (4. 15) 
R7 ERKAT LEES TGO-TO.EX 
S-—ippcC,TG$v0,yzmY (4. 16) 

fii 41 SECHJXT TOBAAE TZ. 

由 7 53 e Jo BI £8. 

J. Hale 提出 了 如 下 的 公开 问题 ， 

对 线性 自治 FDE(4. 15),S 由 (4. 167 定 义 , 那 末 是 否 存 在 S 
的 补 空 间 U,U 是 了 人) 的 不 变 子 空间 ,使 得 C= SQQU? 并 且 建 议 先 
寻求 (4. 157 的 基 种 合适 的 标准 形式 ,例如 

Wis 考 弄 三 维 自治 系统 


z=ArG—1) r0 (4. 17) 
0 10 
4 一 |0 0 1 (4. 18) 
0 00 
X 900) —02:250 RB] x,G) —0— 
2G) — 8) [ &G—14ds ox] (4.19) 


zO-98O- | ps— Dds 231 
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—4(0)— 一 | suae dto 


aco [^ cane Ia] | adsao (4. 20) 
EASA 
S= {p= (PRPO =R= BO, 
gCGONRBI JE (L. 200) (4.21) 
注意 上 述 解 诸 分 量 的 表达 式 是 用 了 分 步 法 ， 
四 此 ,对 方程 (4.17) 的 尾 一 解 , 若 它 趋 于 零 的 速度 快 于 任何 
TE o og Y LUE x 的 初始 函数 v dE S 中 .反之 , 若 9ES, 则 方程 (4， 
17) 过 50, 内 的 解 趋 于 零 的 速度 快 于 任何 指数 函数 , 亦 即 3 含有 一 
WI RUUL TENERE $0 66 ER XC. 闭 于 空间 5 的 余 维 数 为 3. 现在 定义 子 
空间 [为 | 
= {p= (App): pA =c qu QD b c0, 
AD —a-F66--c 7. , — 1« 00,2 bic Bx (4. 22) 
FZE UMEE CESHE, AA pE SP)0- 9-0. 
进而 可 证 ,对 Y (00, TGXUCU ,事实 上 , 若 peU, W zo 


LN tE [一 l ,0i2z, (=+ f cds, >0, X 由 xz) 一 已 十 局 中 全 


2 
[—1,0] x, Q) —5--ct £22 — 3. 2E CLER. a Sapte 5 jl 


z—leXVxolu cU. Z. Hale 问题 对 (4. 177 有 肯定 的 
答案 . 
现在 考察 方程 (4. 17) 在 不 变 子 空间 5 上 的 形式 . 如 上 所 述 ， 


TOU =U 4ER. HERE E38 d E CER (Ge ,8 十 riya 二 站 十 rc £y 代 


和 (4.17) 即 知之 . 36] iR US. TOOXEU 上 的 定义 可 推 产 到 + 上 的 负 值 
上 去 .Tt 的 表示 可 以 写成 
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2 
x GT) a-F 56 3-0) +e er 
了 和) 人 一代 性 十 的 一 z;G-4- 0) 一 十 十 cz 十 的 
3 十 人 c 
2 z E 
a^ bt--c 5B echte T 1 8 Z a+bt+e 7. 
5 十 cz 十 cf - |o 0 b-4-ct 
€ 0 I € 
1 6 S| [mc 
o o 1,0 ! 
id $,—(0,0,0)7,0,-—- 0,1,0", iO DT AR 


TGw-—b, D, Qu 


yi) 3 
y,O = 2:60 
YKE) 
(IRU i33 D, OEE AONE ROESER 满足 常 微分 方 
程 
y — Ay y= ty sya yia (4, 23) 

由 于 A4 是 jordan 标准 形 , 故 可 称 方 程 44.17)? 自 身 为 标准 形 . 由 此 
推出 : 

推论 4. 2 对 自治 线性 系统 (4. 17), 等 价 类 的 确定 时 间 可 能 
ATH B. 


$5 SARE 
如 所 周知 , 常 微分 方程 的 解 映射 定义 了 一 个 同 胚 . 即 在 解 映射 


之 下 “个 球 的 象 售 有 一 个 球 , 而 FDE 便 不 具备 这 一 性 质 . 
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设 s€R,g€Cqiqr,0]. R^,RFDEC 
ID= fr) (5. 1) 

过 (oo, 男 的 解 整体 存在 且 唯 一 . 

定义 5.1 对 给 定 的 coER,Y EC, 若 存在 六 的 真子 空间 
R ,t,2»6 使 (5. 1 的 一 切 解 rip ORE (0,9 GO € R^ Hil 
(5. DRAF n 处 点 态 退 化 .反之 , 称 为 点 态 完 备 的 [4]. 

E rlo p aE RS ,对 VY uc Ic RR. . Wes. DEILLA 
态 退 化 - 

例 17 对 Winston-Yorke 方程 (第 四 章 例 100. BH c1 
一 切 解 重 合 于 零 解 , 如 果 asco 的 话 . 由 此 可 见 , 方 程 在 [1 ,ce) 上 点 
态 退 化 . 

注 5.1 由 定义 5.1 可 见 , 点 态 退 化 是 对 "给 定 的 o€R” 而 言 
的 . BUR IIS o 点 态 退 化 的 性 质 可 以 不 同 . 例 17 中 著 取 o, A 
不 存在 726 使 方程 点 态 退 化 ， 

点 态 退 化 与 和 否 , 捕 述 了 系统 的 解 在 R 中 的 值 域 与 常 微分 方程 
根本 不 同 之 处 . 

例 18 Grem HFE. 


POSEDE) (5.2) 
gD) sco. CCCo 1. RORE ER 


ofo ogs? 
b = 
— cost KKI 
i tz23m 
RW e=-0 及 一 族 qx “iE[ 一 学 ,0], 它 们 有 相同 的 g(0) — const. 的 


E. 它们 对 应 (5. 2) 的 解 表示 为 
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gt) 1€ [一 学 ,0) 


zG.0, 190 re [0,55 (5.3) 


—sinzet 0) (2 


亦 即 对 一 切 gC0) 相 等 的 qOO 28 2250 以 后 的 解 是 同一 条 积分 曲 
线 , 这 条 曲线 与 xz=0 这 一 解 相 交 无 四 多 次 5( 相 交 在 请 点 :=kx 处 ， 
二 2,3, 呈 ,如 图 5.4 所 示 , 在 kx 处 方程 点 态 退 化 , 即 对 任何 直线 
t=kr(k=2,3, 7) E, XV e€ C(—37,0), O Rf c — 0. 


zmR..0,9)—004V pec C 成 立 . 这 说 明 (5.2) 解 的 值 域 不 是 R:, 如 
图 5.4 Hr. 


(6 ” a B! 
eo) I 
Id 5. 4 
例 19 考虑 方程 
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rG)—-—a(G)r-—1) (5. 4) 
ac) — Uim t€ [2n.,2n-1) 2-0, 1, 
0 t€[2n—1,22] —— 
给 定 初始 时 肇 ec R.pcCQa-1.0] R) Hiro dft ozmo 的 最 小 奇 
整数 . 为 方便 起 见 , 设 z 取 在 区 间 ( 一 1.1) 中 ,出 o 12i rap) 
—axGQ). WI cQ cO) EM o—1 出 发 求解 (5, 4). 
Fi 2E ES S € [1,2]BE B1 CO. 48 (0 — 0, dk 
rG) -—aOD.4€[1.2] 
同 理 在 tE [2.3 ]H1 HEA 
r()—2zr(Dsin*tr 


积分 之 ,得 xz 人 6 在 EL2,3] 中 表示 万 
T(t) =z(DCI 一 ?| sin'sads) 
=z(3) 一 z(DCI 一 2| sinis) 0, xt V (DRES 4:3 


后 ,zf 人 is 拓 0, 此 时 点 态 退 化 的 状况 和 例 17 所 说 的 类 似 , 如 图 5.5 
E 5.6 Bg. 


i 5.2 
我 们 注意 到 上 述 诸 例 都 是 非 自 治 方程 ,1967 4E L. Weiss 提出 
如 下 猜测 “线性 自治 FDDE 都 是 点 态 完备 的 "[4]. 这 里 他 并 未 明 
确 说 明 滞 量 只 限于 1 个 撮 或 可 以 有 多 于 17 HEROS ETE 1972 年 
Popov 和 3eepias 同时 给 出 了 线性 自 党 系统 点 态 退 化 的 例子 ， 
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wA ege mem HER dn qucm m ga me 


Umm da 


fS 3.6 
$020 (Popo) i$ :z—1,-—BrXSECT6) 
x)-2z,0) 


zQ)——3xQMExz G—1) tn (5. 5) 
x,0)—22—1) 
Lob 3300-273) 
rG)-—AzG)BrGG-1) tt (5. 6) 
其 中 
x0) 0 2 Q 0 0 90 
rG)-|rü5»|,A4—[0 O —i|.B-—j[l 0 0 (5. 7) 
x) 00 0 0 2 0 
当 renti ARDA 
axi(—12-—2,0)—0 (5. 8) 


-—uG—1)—z,0)-—C,-const. ER Eig (5. DACRE 
x; 0)—C,yo0.) Ott C= const. ER 
用 xz(2) 代 入 (5,5) 第 一 式 有 
(Cd) m 2r Gas =C PHC C, const. 
34 二 十 2 时 ,由 xu — n G— 1 —C;—C,G—1)YT20,G— DT 
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C, —C,— GG) Cu! 20, —C)0 4-C, 2C, 40V t2 4-2 HE 
r)-—2x)—2x,)-—0 (5.9) 
Bf 25 rnt? 以 后 ,一切 解 x m Grn naD 都 落 在 平 
Bii (65. 90 E ETCS. 60 E ABAE. 
AERE SE 
r()-AÀzr(G)-d-BrG—r) (5. 10) 
EP re€eR.A.B XS nXa 常数 阵 ,r 一 const, >0,L * Weiss iE B] 
ERASE E 5.15&8bT PDEX. 
定义 5.2 系统 (5. 10) 为 点 态 退 化 的 充 要 条 伞 是 ;存在 一 个 上 
维 向 量 9 天 0 和 一 个 数 # 守 0, 使 得 对 每 一 个 在 (0,t1,)y 上 满足 (5. 10) 
的 连续 阔 数 rrt j MAR ,成 立 条 件 g e=. 
当 我 们 指定 ,或 者 g, 或 者 4,9, 则 说 方程 (5.10)“ 在 1 处 是 
点 态 退 化 的 ”, 或 者 “关于 g 是 点 态 退 化 的 ”, 或 者 “在 Faf 关于 了 是 点 
态 退 化 的 ”， 
一 般 地 说 , 若 (5. 10) 点 态 退 化 则 不 止 存在 一 个 向 量 g. 对 每 一 
个 向 基 了 ,定义 5.2 中 的 所 的 最 大 集合 ,由 如 下 定理 确立 . 
定理 5.1 设 方程 (5.10) 关 于 向 量 g 关 0 是 点 态 退 化 的 . 则 使 
C. 10) 为 点 态 退 化 的 点 所 BECK HD Gr o0 L2 是 使 


g GGo))'*! 20 (5. 11) 
的 最 小 整数 ,s (go) 是 nxn IESUS. 满足 方程 
(ol— Aslo) = Bdet(oI — A) (5. 12) 
其 中 了 为 nxn 单位 阵 ,A,B 蚌 (5.10) 的 系数 阵 . 
证 明 参 看 [420). 


定理 5.2 方程 (5.10) 点 态 退 化 的 必要 条 件 是 B. 的 秩 n2. 
证 这 是 定理 5.1 前 一 个 推论 , KEE. ru 22 B 可 写成 
bc! ,b dé n HESSE eT 是 锥 行 向 晤 ,方程 (5.12) 代 之 以 方程 
(al — A) RCa) — Idet(o]1 — A) (5. 132 
于 是 sG)-RGOB. 此 时 有 
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s(o) — R(o)B—R(a)bc? Aarle)" (5.14) 
由 【的 定义 有 
g sto) 350 及 gg leht 0 (5.15) 
用 (5.14) 代 入 (5.15) 两 表达 式 分 别 得 


g GCGCa))Y =g (ro Fg rie) te ro Cc* MT ct 
一 13 吓 


=q rn ra Net¥0 
GG) =q (r(Ga)c Y *! «gt ro Ge" ro GTr(a)2 eT 
一 一 一 人 一 一 


一 To)Ce r(aY'c C0 in wt 
注意 到 C£7G60dESUEE RS Y FE. uEHRS. 
然而 对 多 于 1 个 洲 量 的 系统 ,一 维 系统 仍 可 能 是 点 态 进化 的 . 
pP 
-H21 TIT FEES SHE XE 


. ] —1 |-—4 3 
e J«co-| | zc 一 mn2) 
ô Ù —4 4 _ 


+ zc 一 ng | (5.16) 
(5 16) 的 特征 方程 为 
à—i2^7—27*" 1—3(Q 54277 
ACÀ — det + (2 0v? — 
22-1. 33—2 站 一 g= p 2f-2 


(5.17) 
经 过 简单 的 展开 计算 得 0) 一 40 一 1 一 0,h(2) 无 超越 项 e*, 有 两 
个 特征 根 A—0.,A— 1, HIE HS TR RCREOUN 00 — (0,10 (OD — (O6, 
De nf ELUEBI , C5. 1604] (0,00 (OE — PE I] 9 8 GB E. 
对 点 态 退 化 的 进一步 研究 可 参看 [591]， 
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$6 WRHWHEEZAE 


iÉQCRXxCOXJTSR. FOR" 连续 ,对 
rQ)—fG. x) (6. 1) 
我 们 有 
引 理 6. 1 对 Y rzee--r. (6.1) 的 解 有 映射 了 (rc) 是 局 部 全 连 
续 的 . 即 对 Y zzee--r.9€ C.3 ?的 一 个 邻 域 y Go ER T(t,0) 
VG,a,piÉCIHER. 000 07 
WE 因为 了 连续 ,Tir,c) 多 关于 (Crye, 凶 是 连续 的 . 对 Y to， 
3 8 的 一 个 邻 域 Go, 办 和 常数 好 ,使 得 
(Tir OV ita A SM E C9 
IFT, DV ap EM  axicmt 


leia Vaa” O S M onrat ` (6. 2) 
由 此 推 知 函 数 族 | 

(x, Co Dip € Via tatr} (5. 3) 
是 子 紧 的 . IEH. 


为 了 讨论 全 局 性 质 , 设 吕 一 RXC,T,C 一 C IV re 有 定义 ， 
HTU op kT. co pig. 

ENM 6.1 B AG. ;CC X} rea AEM BREL ACIE 
o 称 为 条 件 全 连续 的 , 若 ADe RT Gs ARERR, 3E HRE 
一 有 界 集 BCC 存在 紧 集 B' CC ,使 得 只 要 AGO 9E B.oscrs 
时 就 有 AG.0pPCB'. 

XEM 6.2 E X.Y 是 度量 空间 ,映射 A.X—Y 称 为 有 界 的 ， 
E 4 把 义 的 有 界 集 上 映 为 Y 中 的 有 界 集 . 若 AO: XAY 依赖 于 度 - 
量 空 间 A 中 的 参数 4, 称 44 是 在 A 的 紧 集 上 一 致 有 界 的 , 若 对 
任意 的 紧 集 如 C4, 任 意 的 有 界 集 XCX FERRE YCY, tE 
得 AGO X,CY, XIV AE A, R. 
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引 理 6.2 设 AGQ00:C—C XE imo 有 定义 , 且 AGO Ele, 
oo) ffi EE f — SCÉ EB. W AGO te 条 件 全 连续 即 可 推 
出 全 连续 . 
由 定义 了 立即 得 到 引 理 结论 . 
为 了 表示 解 映射 (t,o) 的 分 解 ,我 们 定义 算 子 SO): C—C, 
六 0 为 
PC 十 的 一 到 0) 十 ec 
SC = 0 (180, refe (6. 4) 
XIV t 实 0, 算 子 S$(1) 是 线性 有 界 的 , 且 成 立 
(o SQ-MrI)-SQSQ) £20,720 
SD =À D» 
定理 6. 1 xXi£MRFDEGO(C. D, it £FARXC— R^ 是 有 
者 连续 映射 , 则 它 的 解 映 射 了 Ga) 可 写成 分 解 式 
TG.a) —SG—o) 3-U (to (6. 6) 
EP Sa) BC. DE X. UG): CC. 是 条 件 全 连续 
的 ,于 是 IDametr 是 条件 全 连续 的 . 
证 由 (6.4), 则 (6. 6) 意 味 荐 
U (,0)4X8) — T G 0290) Sa ed) 
PORET ER., 


“十 站 - 
so» fG.TG.a)g)ds 十 BO 


(6.7) 

Ru €[—r.0]. EEIWEUC(G.o £o 是 条 件 全 连续 的 ;对 任何 有 

界 集 BCc, 由 算 子 S(t) 是 有 界线 性 的 二 存在 有 和 界 集 BECC, tE 

RETO pE B ossa WA UG, npe By,ossst.pjog f£ 

RXC 到 R" HA TERMEST ERRAT Baot 的 常数 对 ,使 
得 当 ss 入 tf ,UC IgE B t, 

[fs Ts op [SM | ois (6. 8) 


(6. 5) 


asbl 
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困 之 在 这 些 息 定之 下 有 
[fe TD) Idssz M(B—a) (6. 9) 


(6. DP aces Pact, 
B' = {p pE BCC,|g(0)—gX£5) | x: M|6—£| 
8,6€c[ —r.o] (5.10) 
(6. 10) 说 明 U Gg € B' .因为 HOSO UGORO ERR, B 
注意 到 当 0B SO PO. Wu. 
推论 6.1] E J/IRXC—mdBSXXERERMESITOG OCC 
在 Lo,co) 的 紧 集 上 是 一 臻 有 界 的 . 我 们 记 
T (t0) S (Ga) FU (1,0) ,to 
RUG. a) tze 是 全 连续 的 ,其 中 SO uz0 BC DE XL. 
推论 6. 2 车 ,RXC-*R" ORG EGESBAELTGaDIC—C 
是 在 Le o0) E CHE I RAR W tetr 时 ,T(z,o) 是 全 连续 
B. 
推论 6.3. p FIRXC—R^ ROB IE SERRE LT (G0 ato 
EAR RH, MH r0 Rh DG 0028 t. 时 不 可 能 是 一 个 同 
Bf. 
以 上 三 个 推论 的 证 明 是 显而易见 的 . 


第 六 章 


NFDE 的 基本 理论 


MEEN 此 研究 线性 自治 吾 分 微分 方程 时 ,人 们 向 名 一 
类 最 高 阶 导 数 存在 时 灌 的 方程 为 * 中 立 型 "的 . 六 十 年 代 有 许多 关 
于 中 立 型 方程 的 研究 工作 ,基本 上 是 形式 逻辑 的 产物 ,只 限于 求 它 
们 的 数学 特征 而 对 庶 用 背景 则 所 知 无 多 . 但 是 进入 七 十 年 代 以 后 ， 
以 中 立 型 泛 函 微 分 方程 为 数学 模型 的 应 用 课题 大 量 涌现 ,如 博 奕 
论 , 细 胞 中 酶 反应 动力 学 ,遗传 问题 ;控制 理论 等 等 . 此 后 对 NFDE 
的 研究 工作 受到 普遍 的 重视 ,取得 长 足 的 进展 . 本 章 限 于 有 限 灌 量 
的 情形 . 2n 


$1. NFDE &X € 5 Cauchy 问题 


NDDE HAN 3x35 3€ 
TDF Tr Gr» (1.1) 
是 最 早 研 究 的 中 立 型 方程 ,初始 集 E TR F MAREN, 
W[ 34 rc) 六 r0 时 可 用 分 步 法 求 艇 Cauchy 问题 
rG) —fGoGOO orGrG).aG-—r)) 
r= gt) ra= pa) EE. (1.2) 
这 也 同时 证 明了 ,只 要 f 关于 诸 变 元 连续 , 则 解 的 存在 性 定理 成 
立 . PRAE 8] y C. 
对 (1. 2) 来 说 ,对 给 定 的 初始 时 刻 a, 式 
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Ha 一 个 一 zc 十 0) 一 Jizta) ,po—r) ,per)) Cl. 3) 
车 不 成 立 , 山 由 于 中 含有 未 知 阔 数 的 导数 ,所 以 z(t) 在 a=a 十 
hrtk= 0,1 2, )Rb US REIS XE SE BJ. 好不 癌 g,f 可 向 多少 次 ， 
LTE cr 处 的 可 微 性 并 不 改变 ,换血 话说 ,NDDE 的 和解 没有 
平展 福 , 这 可 以 由 (1.1) 两 边 求 导数 并 写 出 与 (1. 3) 类 似 的 等 式 推 
iH. 
1.1) 一 般 未 必 可 解 出 zt 一 r()) 而 写成 算 子 型 中 立 型 方程 


D DG) fin) (1. 4) 
其 中 Ox;rG)mr.on—rGMO.8€[—r.,01. 要 保证 (1. 4) 是 NFDE 
需要 假定 算 子 Dti,) 在 so 上 , 子 0 及 一 r 处 是 原子 的 . 
1970 Œ J. K. Hale 5 M. A. Cruz 创建 了 71. 4 完整 的 基本 理 
论 , 此 时 初 值 问题 写成 
| EDE aD — fn) 
rQ)—gq0 :i€[-—r,.o] (1.5) 
ax RED 5 BS PE 8 PRIUS. C 而 不 必 取 C' ,不 仅 如 此 ,(1.5) 的 基本 理 
论 更 接近 于 RFDE( 记 的 基本 理论 ,本 章 的 后 半 部 分 将 给 出 系统 介 
fH. 
(1. AXE A Grp rH TIPBUEISERECATEECT. CORDE Bep 
方程 "以 示 区 别 , 反之 , 非 算 子 型 NFDE 并 不 都 可 以 写成 (1. D 
式 , 它 可 能 含有 分 布 时 滞 的 项 ,例如 方程 


iO fundo. Att.0)gCrG-M-0))48). (1.6) 


市 县 也 不 能 写成 (1. 4) 形 式 , 有 些 文献 称 之 为 * 超 中 立 型 "方程 ,不 
管 如 何 , 对 (1.1)(1. 6) 的 基本 理论 都 要 重新 确立 . 
近年 来 , 另 -一 类 中 立 型 方程 正在 引起 人 们 的 关注 ,并 已 取得 初 
步 进展 : 设 TOO REALE ERE oL RR AEE, 
Hp 
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r()—0,r(20750,:€ (0, ut 


TO EE CHO, rt) 22e (1. 7) 
jid AUG d U Gasta p dd n UIL-R 考 虚 方程 

xG-oxG—rG0GD-—fGrG .xG—rTG00)) 2.8) 

ID= Fr zG—r).xG—rQG) (1.9) 


我 们 讨论 方程 (1.8) Æ EL 上 (1. 8) 都 是 NDDE ,但 因为 
二 者 的 基准 变 元 不 同 , 所 以 表达 式 不 同 ,合并 在 一 起 认为 是 一 个 在 
RUIL 分 段 定义 的 NEDE, 记 为 NEFDEIN DDE). 

方程 (1.8) 对 指定 的 区 阁 [ 妨 -区 来 说 与 通常 的 NDDE 无 异 ， 
但 从 整体 考虑 , 诸 区 间 连 接点 卜 处 显得 相当 复杂 ,积分 则 线形 要 
合理 的 衔接 以 便 谈论 (1.8) 解 的 整体 存在 性 . 

现在 给 出 (1.1)( 或 (1. 2)) 的 存在 唯一 性 定理 . 

E GO. DP rGIÉL0.V PEC 一 r+,0],R") 用 分 步 法 和 
党 微分 方程 的 已 知 定理 ,可 以 简单 地 给 出 存在 唯一 性 定理 . 

EQ. DP r20, HEL DEREYE r> 使 得 c(O I 
0,5>>0, 基 常数 或 十 co. 我们 定义 G p AER AER Lipschitz 
REFA 

$E G.90€Q0Q,i-—1,.2. B 
AG us — fpd LLL laneti 


(1. 10) 
其 中 过 是 依赖 于 名 的 常数 . 
定理 1.1 若 上 连续 上 局 部 满足 Lipshitz 条 件 , 则 Cauchy [5] 
题 
zr) —fG.oO Gr) rG-—rG)) 
rG)-—gG) cr) —9X0.t€[e—r.,c] (1.11) 
的 解 存 在 县 唯 一 . 


对 (1. 8) 我 们 给 出 了 -- 个 整体 存在 定理 [2681]. 
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本 节 指 出 中 立 型 方程 两 个 十 分 重要 的 特性 一 一 线性 上 自治 
NDDE 特征 根 的 两 种 特别 分 布 形式 :Reh 一 0,ReA 一 0 和 除了 负 
实 部 的 根 以 外 有 可 列 个 单 重 纯 虚 根 . 

对 线性 自治 NDDE 


asl 


rer™" (tr)= » [ax P GO +o G—0]1X.1) 
其 中 €3€ 0 a, b, FAAN, 特征 方程 为 


ROD Ice 2 — S acre "i-o (2. 2) 


WO. 2 Aog QU) REFI CU, Hf Re 1,0, j 
一 oo 这 个 事实 ,为 方便 计 不 妨 假 定 {%,} 即 14,}. 我 们 有 
定理 2.1 设 (2.1) 的 特征 根 全 体 {4,} 满 足 
Reh 0, 一] ore Re, oo , joo (2. 3) 
的 必要 条 件 是 jc| 一 1. 
证 ”如 第 二 章 所 述 ,(2. 2) 的 渐 近 根 链 满足 下 面 的 方程 
如 (1 十 ce ) 一 0 (2. 4) 
它 除了 A029 n 重 根 以 外 还 有 根 列 


了 1 2 jni 
À, In FT 


z 当 c0 


Lin m Litri 
j29.kl.ki.e 
f H.1A,—4,|—0, 34 j-e oo. — HUE de [9 1 GE Àj F App e 
上 .此 时 (2. 3) 第 二 部 分 才 成 立 . 证 毕 ， 
55 — Jr lii . HT HE TE ERE de iE HR C. DERETA. H v (EX 


RA = 二 ,分开 实 部 与 虚 部 .分 别 沁 为 Fv) ,GCy), 若 满足 


ji 一 一 十 当 c>0D (2.5) 
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OFOD ,Gly) 的 根 都 是 实 的 . 
(ii 至 少 对 同一 个 > 人 有 不 等 式 
CG CIFOYI—F Giy) > 

满足 (2. 3085 h CO ,充分 且 必 要 地 满足 (0i) 及 tc|==1, 

这 样 的 例子 在 [2 中 已 指出 , 它 说 明 “ 特 征 根 实 部 小 于 零 * 并 不 
能 保证 多 的 渐 近 稳定 性 . 这 一 点 与 襄 后 型 方程 不 同 ， 

定义 2.1 若 线性 自治 系统 的 特征 根 有 可 列 个 单 重 根 落 在 万 
轴 上 ,而 其 余 的 丝 具 有 贫 实 部 , 则 称 此 系统 是 第 三 临界 情形 . 

事实 上 ,对 党 微分 方程 与 滞后 型 泛 函 微分 方程 的 特征 弛 分 布 
情况 ;车 只 有 单 重 零 根 4 一 0, 其 他 根 皆 具 负 实 部 一 一 第 一 临界 情 
YE. 若 只 有 有 限 个 单 重 纯 谱 根 , 其 他 根 此 具 负 实 部 -一 第 二 临界 情 
形 .于 是 定义 2. 1 称 这 种 情况 为 第 三 临界 情形 便 很 自然 了 . 这 是 中 
立 型 方程 独 有 的 一 种 特征 根 分 布 形式 . | 


9i 在 一 阶 方程 | 
iG) rex — rar tbrr) ^ (2.6) 
的 特征 方程 为 
ÀCL--ce^*) =a -be^* (2. 7) 


di c—1a—b«0,70. WC. 7528 
(A—a) (0 e ")—0 (2. 8) 
(2. 8) 有 根 A aco 以 及 一 列 单 重 纯 虚 根 入 =i T Qi Donde 


方程 是 第 二 临界 情形 .我 们 研究 了 其 去 解 的 稳定 性 . 
当 < 一 一 la 一 一 a<<0 时 可 得 类 人 结论 . 
这 两 种 情形 都 值得 进一步 研究 ,有 关 工 作 还 可 参考 [592]. 


83 算 了 型 NFDE 解 的 存在 唯一 性 定理 


BOCRXCJESR.F:O-R'DLO-R". 部 是 给 定 鬼 连续 
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算 子 , 卫 在 马上 于 0 处 是 原子 的 . 则 在 此 假定 下 的 方程 


Z DG. FG. (3. 15 
nd TTE NFDE,AX f SRSPEHOE DO 广 记 之 为 NEDE(DD)， 
D 叫做 它 的 差分 算 子 . 


XH sERINFDECGD, 2, Bj x 叫做 它 的 一 个 解 , 如 果 存 在 

€ R,AZ-0, RH 
x€C(o—r.ad- A RY IIE EEL,GA) 

时 Der pta a, B fi€[o.cd- ADHTIB EN TEC. 1. 

对 给 定 的 eC Roc C BG.) € QORX c 9 D. f) 
(3. 1) 过 (由 的 一 个 解 , 若 存在 ATO 使 得 rio p. D. PXE[o—r, 
cz 十 4) 上 是 方程 (3. 了) 的 一 个 解 ,并 县 满足 Gs D. 

EDEP =D t p —gG fü —LG.) -hXGO, Hh 
D, G9) 5 Li, XT. e RRHH. gk NFDECD, NDO. 1) 是 线 
性 的 ,者 g 5j h 人 恒 等 于 0, 则 方程 称 为 线性 齐 次 的 ,车 g,h 中 至 少 
有 一 个 不 恒 等 于 0, 则 方程 为 线性 非 齐 次 的 . 

与 RFDELNŽ M, $kOG. DS B f NFDEG D DE D, S 
^lt:iiuHNdE: ERY. 

我 们 列 出 证 明 存 在 性 定理 时 需要 的 一 些 概念 和 引 理 . 

ExX3.1 设 B 为 Banach 空间 2Z 的 有 界 子 集 , 则 a(tB)= 
inf{d1B 具有 有 限 个 直径 小 于 4 的 覆盖 } 称 为 B 的 非 紧 性 Kura- 
towski 测度 . 它 有 如 下 性 质 ， 

(D«CA) —0, HRH ARER 

(2aCALLB)—max(a( A?,aC(B)) 

(3)a(cov A) 2 aCA) 

(DeCA J-B)x;2CA) J-aCB) 
其 中 cov4 ARA A iB — Uh i 35—— An hD. A 十 Ba 
(ad-5:a€ A,b€ Bj. 
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定义 3.2 设 Z 为 Banach 空间 ,a 为 Z 子 集 的 非 紧 性 Kura- 
towski 测度 , 丁 ;,Z->2Z 为 连续 映射 . 若 存在 常数 KOSKI ,使 得 
对 任何 的 有 界 集 BCZ,a(TB) 扫 天 ae(B), 则 称 了 是 一 个 o 压缩 ， 

引 理 3.1 (Darbo 不 动 点 定理 ) 设 了 是 Banach 空间 2 的 财 
子 集 , 了 :一 卫 是 < 压缩, 则 了 至 少 有 一 个 不 动 点 . 


引 理 3.2 YEG. DAWES 
S DG TARLSZUP A 
T9 (3. 2) 


颖 价 于 积分 方程 
Diettht+2)= DG 9) fots, gtZ)ds (3. 3) 
事实 上 ,(3. 2) 等 价 于 积分 方程 


DG-t 2,27 DG | ft rT dn (3, 4) 
令 # 二 gg 十 sl3.4) 可 改写 成 
DG-EG2, =D, P+ [ fts zn) ds (3. 5) 
HIE 光世 的 定义 范围 , 令 
4 t £ —r,0 
p= ro MA ] (3. 6) 
zlot —9X 0 --Z GD (3. 7) 


W ropt. 于 是 (3.5) 可 写成 (3. 3). 

由 于 DG,9) 对 yp 的 Fréchet 导数 于 ,凡是 一 个 CR ij 
性 连续 算 子 .由 Riesz 表示 定理 ,存在 nXn BREER pap) 
使 成 立 


D,G e| Cut 6, yan oec (3. 8) 
按照 DE QEF 0 处 为 原子 的 假定 便 有 
detAG PD adet (p250.PD— pl1,0- .0)50 3.9) 
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再 把 (3, 8) 写 成 
D, Qd AG.gu) +f ERAR ORT. 


(3. 10) 

E LB T SU N 
(5,(0-20 re([(—r.o] 

A —0 - 

,, Acte SD e [Dauer 1) 
--[DCo,9) —D(CGo--t,g)]— [DG t, RT) 
—D(-F1,2)—D,GM:,9202,]. t€ [0,2]. d 为 正 数 . 
QU,)t)-0 t€ |—r,0) 

4 (3.12) 


ACHAD UDO m [ fas iE Zods tE (0.d] 
9/38 3.3 Z, S.U ^r 98H C3. 70 3. 10 C3. 122 8 x. 则 
Z-—Sz;-U; (3. 13) 
$t3p b, € [—r,0]BE 4 G5 (OO F(U D (0 22) —0. 24 6€ 
[0,2 Jit, Hi (3. 100 08. 
ACr4-t,9Y]1GOG Alatt aU (Q2) 


ü= 
== -| [dato ti 0p) ]Z € 4-0) 十 LI D(a T — DX T:,9)2] 
—[Dte--t.8 4-2) — DG £9) —ACo o (,90Z Q) 
-| [dapCa4-t.8 9 IZ CH-6 ] MEA 


—D(o) — DG-H G4 Zo | Fio e Z ds HA GR 02 CO 


Bid G. 550-29 (3. 130 ES. 
TEfrxXETEOE HEBES ]. 09 T SUR f. ss Y x3 2551 AT BUE. 
制 , 我 们 有 
定理 3. 1( 存 在 性 ) FEG. DEPE DG. NS 
Fréchet FHI p E02, 存在 过 (0 ,四 的 解 G2 p. 
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证 由 引 理 3.2,3.3,Z7ECC[ 一 ra],R 满足 (3. 13) 人 2 满 
fé (3. 322e8r(o-0—90)H-Z GHÉSEINI X GE lor ota] ER 
AE OG. DRG. D pR E. STE a0 使 方程 (3.1) 在 
C([—7.2].R' Fe 8. 

现在 证 明 (3. 13» 8 f 3[38 3. 1(Darbo 不 动 点 定理 ). it a,l 

-eg (a, 8) —(€:6€ CC —r,a] RO, E 0, IE EZB Ee [0,0) 

(3.14) 

(DER a, E SHU: (a, B0 9 (o, B) 

事实 上 , 取 a 770 使 ACeT 692250, EE iP] BETEL Xy | M P 

M-sup(lA^!(ad tg) | :£€ [0,a,.) 
由 Dup H>] a xa, 使 
IDs.) — DG-té0 |o tE [0,0] (3. 15) 
由 Fréchet PRHE exa re[0,o, ].Z€ o (o, BOT 
有 
[Dott --Z)  DGot £0 — DyG--t ZA s 
(3. 16) 
由 D,€ CCO, ZI IC RYJ ACROTA C 8) R AARRE 
81 EFI REO Banach 空间 . 如 第 四 章 定义 ,了 ,是 测度 光滑 的 , 即 
存在 rs DER ETUE SER 是 连续 的 H r(t.0,g) 
一 六 ,全 对 ac Osr], Go) En, A 上 [| degsCt 0g) 1p CO» | Sir ir, 
aH p> exa E EZE Qo, 8 时 ,有 
I Edoti a+ 1-1] ^P | 
' (3.17) 
&rGH a g) ]Z, I n 
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由 上 的 连续 性 ， H 3E e,, 8 35 M 7 25 t€ [0,0,].Z € Ca, 8 时 有 


Ë 


|f fost as <| f os ĝt ds «AM (3. 18) 


若 a-—min(a, ,a,,0,,2,) i (3. 152 (3. 160 (3. 1723. 182 34 z€ [6, 
alE Z€.,fm t 
ES CE 十 CD 


sz A7! Cat Pr A 
+ iDto,p— Dotirg it IDtstt +2)— Dlett,) 


— DyG--t AZ) + LA^ Gets 90 | I| Fets p+ ds | ec 


(DS 在 o (a8) E d FEHR E ET , 记 
DG -t.44-Z) - DG t.90— Datt, Z= glotta Z) 
B DG XDXT p HEH Fréchet 和 导数 二 3 ERAM eG.2. 
$),E(,0,9) —0 [issu | B. )e[LB WU 
IgG p 0 —gG p, D ixieG.B.,19—£| 
因此 当 [Z| 所 8, 1y,| 志 时 成 立 
lg(ad-t à. Z0 glatt py) | <eloti, 8.90 |Z, — 
对 -ox 《ta,8) 上 的 任意 两 元 Zi y. 我 们 有 
[C500 — G$,2€05| 


a n— a 
KIA Catt pH [^ [duiCa- (6.8) Z G- F8) — y C60) | 
+ lgíio4ct.go.Z)-—gtr t.e. yl! 
«ui^ [doulo 1.0.9) (ZED — y(G4-8))| 


TeCor t 8.)1Z,—,l! 
x Mir(G--t.a.$)4-e(o t B g HR 
lif] S TE «Y (a. E. X HAR. 
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Cere0) 一 -oa 有 ) 是 连续 的 ,这 个 结论 显然 成 立 , 不仅 如 
此 , 它 还 是 全 连续 的 . 这 只 要 再 证 明 对 任何 有 界 集 BZ ap), 
UB 是 紧 集 即 可 . 

事实 上 ,BE (a )-U BC. (ea; 站, 而 os Ca D 2g DH I 
UBS (a, 5UB'PM S TEERAA. ARA mU BIB X 
一 致 有 有 界 . 再 证 U8 中 的 前 数 等 度 连 续 ; 设 ZEUB, 则 或 者 ZEUB， 
或 ZE UB)' 一 一 UB 的 导 集 .车 ZEUB, 设 当 t€L0,a] 时 

| -Fa 十 xz 出 十 ZI EM 

于 是 有 


| Uz) — (Uz) 2 [— Aag) | ftre iH Zods 
— [fes i tZ dd SMI frst2 ds MM | 


EZCQOBYSHSi(Z,€UB.Z,—Z.n-oo,XJV £20, n 
充分 大 时 有 | 
KSO — Un EU) (0 — (Ue) 0) 

HIEU G) — Ux I(r) H (Ue) Cr ee) 

«CMM DIES 
ERX [t-e pre EE UE GO) 2) CO | ce UB dS i t 
EF ROGEHL I -oUBRUR US. 

最 后 ,SU Ea ER ALE, H SHU: x (a. 09 (a. B) 
对 任何 有 界 集 BC (a.C HU)BCUY (a DS -HU)BCOH 
9 o 2XUS4GEU.UBRES.UBIS AE ES TE Kuratowski 测 E 
«(UB)—0, Hp S HERMA 3 RC CO. D iit eC SO EaCBO 

al CS --ECOB ]x;iaC( S B) +a UB) —aCSB)xRoC By S HU 

是 压缩 上 映射 . 最 后 由 o Ca. 0E CCira] RH 8 mm 

集 . h Barbo E C3 [ 283. 0 E 1 S FU fc. wv (Ca. B) E TETEAR JA. 
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定理 证 毕 . 

与 RFPE( 让 完全 类 似 , 我 们 有 唯一 性 定理 ; 

定理 3. 2( 唯 一 性 ) 设 避 CRXC,fO>R ,D+R 满足 
定理 3.1 的 条 和 件 , 且 了 关于 e HEP Lipschitz 条 件 . 则 (3. 1) 过 
(e qon fe rETE BLUE —. 

证 明 与 RFDE CORRI EBE 5c 4: 2S MCa]. 


$4 ERER HEH 


本 节 要 阐述 算 子 型 中 立 型 方程 解 的 正 癌 . 反 向 延 拓 问题 ,读者 
可 以 看 到 它 完 全 类 似 于 第 四 章 中 RFDE( 户 的 相应 结果 , 对 非 算 子 
型 NFDE 的 反问 延 拓 问题 尚 待 进一步 研究 . 

考虑 NFDE(D. f) 


Z Dno fex) 4.1) 
KPD.fiQ-—mRGxEBIBm.DIEOLTOAEREIHÉHidbwc 
CO RE BH SR. 我们 有 


EN 41l 差分 算 子 DU,9) 称 为 在 WW 上 于 0 处 是 一 致 原子 
的 .者 刀 在 所 上 于 0 处 原子 , 且 存 在 常数 N>0, 对 Y G4. 和 EE 玉成 
MA 

lA! oP | EN, DEDIN (4. 2) 

正 向 延 机 定理 写成 

定理 4.1 设 久 二 人 是 有 界 闭 集 , 并 日 存在 W 的 一 个 人 4534 
W(5)CCQ, 若 满足 

OO f£ 4E WWE R" 中 的 有 界 集 . 

(2) 必 在 WW 上 于 0 处 是 … 臻 原子 的 . 

(G)DG.g).D,G qo fg W AGEA. D, ME YEIB. 

GLurGO A GL D feo ro El up Et. 
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则 存在 1 ELl bhb ,rz O GW. 

证 ”不 防 设 ">0:8>a 是 常数 ,否则 定理 结论 显然 成 立 ， 

若 存 在 序列 n—57.x,—49€ C.W|34 7-57 BI x90. E 
XcrO)—g^OD Bl Co zo EOM E. BÓiiES- 
zA H £r XE 3R. 这 与 z(t) 为 不 可 延 拓 解 的 想 定 不 合 . 此 外 , 注 
BF x, 关于 : 连续 以 及 存在 WiCQ=>dis h, r), W) >0=> 
J nb f neUebwBo.eW.Blix fi edm. 

车 不 存在 4 一 867, 则 可 能 有 两 种 情况 :名 集合 V=={ Gre 
Ls,5)} 是 无 界 的 , 则 由 于 证 有 界 , 定 理 显 然 成 立 . 名 集 下 是 有 界 
的 ,用 反 证 法 , 若 定 理 结 论 不 真 , 即 对 一 切 茎 Lo.5) 均 有 (t,x)EW 
—VCW.ur B8B B5 IH git Ie; upEHBHTEdE a70 (di zGOXE(b—2.50 F-.— 3X 
连续 ,于 是 二 V ROBES UI BS Lb 8 -—35EBEM 
x. 

现在 证 明 存 在 o7 0 和 使 x 在 [5 一 a,#) 上 一 致 迷 续 , dH V CCW 
芒 定 理 中 关于 玉成 立 的 条 件 关 于 VV 也 成 立 :由 (2)3 N> RE 
FAR GS) COE 9 (CO scm) Y €0) —3(00— 0 使 得 对 
—WiG.g€V.|p|szg.os HR xm,.Oslsslr 成 立 

DG ptp = DU, DAD a ptei pp) 
LA7G.0.9) EEN L| DG | N. 
lg Gp dis mOD el. 


| dat 3c gi 


于 是 有 
IDG.eT40—-DG,9i-—|D,u.qe-rgGo. d» 


一 Laco pod [adopt 8.9) MOD gr v. d | 


=- AG 0PH Tduti ug due 
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+f [dalt b Aa pA 


2.12001 Nipro yD 1g (4.3) 


阁 +tt) 在 [9 一 r;5} 上 非 一 致 迷 续 , 则 存在 常数 >0 及 数列 
MORF 0 ERAN) E nn 7€ Ie DB. 
lx G42 —a (,—0,) | Ee (4. 4) 
XF— B REEM 52-0. d rO 4E [o —7,6—5] E — REE, 
V € 0,3 070,14 jemet [Bt € [Le 一 -0 一] 时 ， IzG)— 
ranie mft OOo DG AEV EE 致 迷 续 的 . Li à 充分 
DEl ee GEDE G ,办 EV 时 有 i 
Due, —DG' o | | 
现在 取 定 BE (0m). t e min (A &) ARERR Rs 充分 大 ， 
IE 4 Aoko E86 EXE EZ, 作 序列 fos 如下、 
—int(t€ [oD rt) zd) |Zzmin(fo e) (4.5) 
AA x GO —r,—80 22e ZominCB. e (S, MEE TE. x 
[DG, 2,0 — DG, — 0, 2, — 9) | 
2:1DG,z,)— DG —9, 2, 782] — DG x, 4) — 
DG,—8,, 2, — 64) | 
D D )-—DG «x,—0)1-£ 
Zunin(g,& )/N — Ne—7 G)f-— 9( wing), A 6 
(4.6) 
适当 选择 posse RIA 60. (4. OR DG iz TE[o 0) E3E— X 
连续 ,但 男 一 方面 由 条 忻 (1) ,存在 M>0, 使 对 Y Ele 0E LC. 
zr) < 时 .从而 当 ez 十 rzELa 6 时 有 


[DG rz 2 Dz = p fGozodsiszMir| 


(4. 7) 
=> Dtr Me. 六 上 _- 致 连续 -> 矛盾 存在 0 使 ru ELl 
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asb) E- REZ. 证 毕 . 

对 线性 差分 算 子 DG. ,我 们 有 

定理 4.2 BOCRXC AHR- D P: R" 连续 ,满足 定理 
410(D (OD, DG, T p RREH. WC-O RUN TAR, SW) 
4 GE cGEÉJHG.DE[o—r.0 EBJ—- Rr SES FE 
f£ t! € [o,00 d (a GU n 2X. 

与 定理 4. 1 比较 ,DG,9) 为 线性 算 子 免 去 了 WR T 9 S83 
W(G)»YC QBB E. 证 明 完 全 类 似 , 从 略 ， 
，” 关 束 中立 型 泛 函 微分 方程 的 反 向 延 拓 问题 只 有 少量 的 研究 结 
时 ,而 且 都 是 针对 算 子 型 方程 NFDECD,F) 的 , 非 算 子 型 NFDE 
尚 有 待 探索 . | 

.这 里 摘 引 [390j 中 给 出 的 ,条 件 很 强 的 一 个 结果 . 

定理 4.3 设 名 ERXxC 为 开 集 ,D,f: 2 一 R' 连续 ,站 (内 在 
如 上 于 ~ 处 是 原子 的 , 且 在 所 上 关于 有 二 阶 连 续 Fréchet 导 
数 . 若 (c, 风 后 总 , 则 存在 a0 使 得 方程 (4.1) 在 区 间 [o 一 + 一 a,a] 
上 存在 过 to ,四 的 解 . 


85 连续 依赖 性 与 可 微 性 


本 节 和 扔 然 限 玉 对 算 子 型 方程 NFDE(DD, 广 ,讨论 解 关 子 初始 
数据 的 连续 依赖 性 与 可 微 性 . 先 给 出 一 些 预 备 知 识 . 

引 理 5. 1 i rÆ Banach 空间 2Z 的 一 个 有 界 闭 凸 集 . A 
Banach 空间 了 的 一 个 子 集 .Tirx4->*r 是 满足 下 列 假定 的 上 映射 ， 

OOT(C* OXY AC A 是 连续 的 ,3 如 EA 使 得 对 每 个 x€r. 
T GAME GG ADESE. 

(DIIY r' cr. r' EEH Kuratowski 测度 a(r' 070, Bj dg 
É A HERIR B— BG. IB 1808 FE BERE S8 A' SANB 
ME aO G' ,A' ))o «ar ). 
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GI f z—TG,A)4 A—-A BH IE (| PEETA), yi c 中 
的 任何 解 LOO UTE 4= 处 连续 ， 

证 ERFA EE kookt Aed, H, x) - TGGO, 
A), FE TEE WEBH S &—ooH] cL COD. gl X e! — ECL, 
ib N AR IEE BEEN IE A =A SANB > HR BG) 
为 (2) 中 的 A, B9 34 E (1 000, B A! PHEBSERETE 5 C9 

alr )—aCUT (rl) A Xa CDI ,A D «aC! 7 
—J B -a(r 220. Bl c' = GGDUEEN)NS-MIBADER BT e 
md Eun A Erid rE r, Mk oo. BRE) 
TOrCuO mw) .由 (1)， Tz, ADEC, AD bits 
T Celu v. T GÀ R79 oo, BE HS (3) z(A B 234 2— otf 
rJ nOD. A A RITE SrA E A 处 连续 

5|385.2 ++ 相 4 同 引 理 5.1 Brio T asx Aor 满足 (1)(3)， 
T= 二 5 十 U, 且 对 每 个 紧 集 向 己 A 有 

(4)S(，, 放 是 r 上 的 一 个 压缩 , 且 对 XE A' 是 一 致 压缩 . 

OUA ) 是 相对 紧 的 . 

则 方程 z= 工 (z ,的 解 AOE A, 处 连续 . 

证 由 引 理 65.1, 我们 只 要 验证 (2) 成 立即 可 . 为 此 ,对 任意 的 
r'r H, a(7 )7-0, Et sg A, 853—483 B BG 2. RI XE f$ — 38 
HE ASSANE, d GO OOBS 

eCP Or ,A' 9) aCSCG' ,A FU ,A'! 95 

«aS LA! 009 re QU C? A!) 

—aQS6G A Dx ba ),0LRI 
-»(D xr. 

9]385.3 r 和 4 的 意义 如 引 理 5.1 Brik.Tiex A 满足 
(3),T 一 SU,U 满足 引 理 5.2 中 的 (5) . 若 此 外 还 满足 

(6)S(，,4) 对 每 个 A€ 4 是 压缩 映射 .VC。 DXN AEA E 
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CS Gr, AY z€ r f£ A, &b— EE S 
MEFE rT ORRE A 处 连续 . 
o (GDUG AXI Y rer Elri iE. 

证 先 验证 (1), 由 (6),8SC。，,) 是 压缩 映 象 二 对 Y ACA UE 
FUO DAVIEA EAST =S HU 对 Ac A 连 续 . 对 任 一 > 
Er X €£»0,B (GO CON S Gc 8 BE TEE 006, 227-0. B 48 
当 |A—A,| 8, | r—21«6 时 有 


[$6.39 8G. | 


IS Gc A0 G.A 1 (5. D) 


BG. | SG, J) —SG,AD Ie S Cr, DEG, ANER, 由 
(8U Gr 20 E Gr AD RE UL XE EET C00 S Cr 20 FU Gr A TE 
Crs A DARIE S, h z EES OOB AE. 

再 验证 427* 由 《7) fV 670,3 807-0, fii 3$ | ÀA— A | 8C 
IU SGre.) —S Ge AD | ce XIV. TEr nr AEREE rcr 
H a(r' 2770, EFE 006) 7 0, ERES [A A E Be) 时 有 


, aCCS C * ,1) SC , AO r' 0 Eat!) 
BE k HSO ,加 ) 的 压缩 常数 ,于 是 
aC rr AJ —aCGSC' AU Cr" ,AY2 
Kals Cr! 4A) Fa QU (' 20) 
=a CSE ,02—SC* , ADDIT 0FaCSG' A) 
&ea(r' ) d-Ea(r' )— CeT- ha ) . 
取 上 充分 小 ,使 sa<1. ABOI A Aale, xEEE 
何 相对 紧 集 A' CACL BG 8g 
在 (TXT , A 00 mar! 2 
ODE. 证 毕 . 
定理 S5 1 连续 依赖 性 ) BEOCER XC 为 开 集 . A 为 一 Banach 
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空间 的 子 集 ;DD ,了 名 XA 一 R' 满足 | 5 

(1) 对 Y tt 内 所 所 ,Di 和 在 所 上 于 0 处 为 原子 ,关于 GEA 
一 致 成 立 ， 

(2) 对 ¥ AE A,DG 9305 Ep AEG q0 € OHER, 
V (0€ Q,D.f EGP AEE. 

<3) 方程 


SD rsd) Oo fr * TTE 


EKHM r 5] E EET Co pE. E Cog AD EI — T 4818 
N (os,9, 加 ) 使 得 对 任何 (o' ,9 ANENG AD. 


Daan I= fA ) (5. 2) 


EKE o-r b EFEN PWR H Elo, b] ang, 
AEN p ADOBE a GI 9 AD EU p ,为 ) 处 是 迷 续 的 . 

E 对 方程 (5. 2), 仿 存在 定型 3. 1 HER GE X CT S U: 
-w (a, 8) X A— (a, B). T —S--U ,nÍDAX€ — SEE SCe,A' OH 
U (z.A ) 能 满足 引 理 5.2 中 的 条 件 (47(5). i dog Sii rm C0 
引 理 5.1 的 人 3) 成 立 , 引 理 5.1 99 AE HECD Ud sr ER R-TG, 
A SJE CA" 7) 在 4 AL BE SE. MA TEE CS. DARE ig o0 
TE À, Bb SE- n G7 ul ADEG «p ANAE. 

用 定理 3. 1 的 证 明 格 式 我 们 有 

引 理 5.4 设 吕 SRXxC HRED A:Q>R 满足 

ODG.QIEQ LT 0 处 是 原子 的 ， 

ORTF o. F5 1/d.DCOE 2 PrE Fréchet 导数 . MHE 
f 2: 88 W CO FEW 80 538348 VCORE as fX pE 
Vy (4. 1 过 (内 的 解 在 Le 一 ra 十 on] 上 存在 . 

定理 5. 25 对 密 始 通 数 的 可 微 性 ) 在 引 理 5.4 的 假定 下 , 设 
(4. Dil (o.c) € Q üt UT SE TR RE cepi TE TE DC IBI Lo— 7, 
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5), 则 对 每 一 个 t€ [0,5 z, (o, XT v 的 Fréchet 导数 一 xum 
在 上 存在 且 连 续 , go p): CC 是 有 界线 性 算 子 ,各 x(o, 轨 


-I, XIE 9€ C, yO AS GU E dtkLo r0) EE 
(& fo] RE 
S ED G sx Gsg)y]o firn G2» . (5. 3) 


. ye 
的 解 ( 参 看 [11]). 


$6 NFDECD,/) 的 补充 知识 


J. K. Hale 指出 ,“ 在 模糊 的 术语 中 ,中 立 型 是 其 中 的 一 个 ”我 
们 在 第 一 章 和 本 章 开始 时 所 化 的 努力 便 是 试图 尽 可 能 消除 这 一 概 
念 的 “模糊 因素 ” 所 有 论述 实际 上 提供 读者 一 个 信息 :中 立 型 泛 函 
微分 方程 这 一 概念 远 比 算 子 型 中 立 型 方程 NFDE(D, 让 宽广 得 
£. h J. Hale 5 M. Cruz 建立 的 中 立 型 理论 只 限于 NFDE(D, f), 
. 换 名 话说 ,仅仅 选择 了 最 接近 于 RFDE( 了 /) 性 态 的 一 类 . 离 普 访 形 
式 的 中 立 型 FDE 理论 还 有 很 大 距离 . 

即使 对 算 子 型 中 立 型 方程 ,仍然 只 探讨 其 中 的 一 部 分 ,[4] 中 
区 别 这 一 部 分 的 原则 是 对 算 子 D(Ct,p) 加 上 若干 限制 ,其 中 最 基本 
ff DiEO ET 04b.—r 处 为 原子 的 假定 . D 为 非 原子 的 情 
形 研究 得 不 多 ,但 奥地利 Graz 大 学 的 下 . Kappel 等 有 很 好 的 工作 
[389]. 

对 方程 


f DG) Gn) (6. 1) 


5 £3 AM, fRUFOCEROXC ARR. D.: QR E, DOE 
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上 于 人 处 为 原子 和 的. 
1. NFDECD, IMS S 


给 定 (6. DEH Cogo € Q.3 t, 3E (og iE X dELo—r, 
toe] EAT n] RE TREE E DIE — B5 RIERREN TO) QC, 
这 里 

Q,—ig€Ci(a,q € QU.T Gy x (9 (6. 2) 

我 们 有 

定理 6.1 设 NFDE( 亡 中 忆 避 网 在 名 上 于 一 r 处 也 是 原 
CTS. AE4E £00.99 o1 (0,92 B XELG (02 7t Q0 EA 
不 可 延 拓 解 cO URBI T G9: QC $g XE t€ Dn Gr pps Go, 
PDE T A FG. e -- rx SE UTE, a) QC 
在 1:€ G1G,92 t5 00,900 HE — T ILI. 

事实 上 ,由 和 3 HARS pE, FEAR ISTIS n EE ER 
Bia QE. 再 出 fure EE A E — RR GL P BUR 
立 , 定 理 得 证 . 

£2 考虑 方程 

AO OE IEOR OESOL ERS (6. 3) 
此 时 Da DE O0 AERE OC,GO 0, T —r ABIT eC s*0,35 
二 者 满足 , (6. 3)? 的 解 映 射 定义 了 一 个 辐 胚 . 

3: 线性 NFDE 解 的 指数 次 减 


现在 给 出 相应 于 第 三 章 §$2 中 关于 线性 RFDE 的 结论 . 设 * 
ERA E ， Q = (r,99) XC,D.f.Q—RU XT om TERI (dd 
DG.) H DG. JADA LG gDVAZRECAI. C6. 1053 Hi, 

Do) m Lisa) (5. 4) 


定理 6.2 设 对 (6. 4) 中 的 DLI 常数 使 得 对 任意 的 (i， 
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2ESSOPE: ， 
| DG. gp xil. LG.) lel (6. 5) 
DEQEkToX4-—rAE—SXECEIM  Wxrgg— 个 (DEQ. (6. 
Oi Gg Xd Goo EFE W R EUST 0 的 束 
BE tC AE 6138 C ER E D lx V Elro), (2 —0. 
证 而 83 浅 定理 一 过 (o ,了 E 吕 的 解 存在 唯一 ,类 似 第 二 章 

$ 4 估计 式 (4.11) 的 证 明 沪 存在 正 数 a,b, 对 Y 0€ (rcc) 一切 解 
z WE 

Ix|zae'* |n] E (roo) (6. 6) 
车 定理 结论 不 真 , 取 aod] .x.—-0 HE BE E (E DTE E e (B 
fF 1£— T t€ Gc o9) Bt L5, | 0, REDE oz: 我 们 有 

|x: l'expbtsza | x, |expbe .(6. 7) 
由 (6. 1-9 7F Bj BD AE RE RESI. 


3.9424. DG,gagum | 
观察 (56. D REDE (六 在 构造 上 的 区 别 仅 在 于 方程 左边 


I (BUE X T DG uz). 于 是 可 以 直观 地 意识 到 Dt,9) 的 性 质 对 


NFDECGD, DHEER EER. pin 
例 3 考察 最 简单 的 NMFEBR(CDD， 亡 


Gr) Hera) max y bar rn) (6. 8) 


HP abser >o 皆 为 常数 ,下 一 章 将 看 到 , 当 1C1>1 时 0 解 总 是 
不 稳定 的 ,所 以 稳定 性 只 有 当 1C| 扫 工时 才 有 可 能 , 不 仅 如 此 , 当 
|C| = 工时 方程 还 有 8 2 指出 的 特殊 性 态 . 所 以 ,除了 DOPRE 
于 性 很 定 以 外 ,我 们 还 要 指出 一 些 性 质 与 限制 条 件 ,为 下 一 章 提供 
预备 知识 . 
考察 齐 次 自治 差分 方程 
Ly, =0 tz (6. 0) 
224 


与 非 齐 次 自治 差分 方程 i 

Dy =h (t) z0 Í {6.10) 
其 中 成;C 一 R" 关于 p 是 线性 的 ,在 0 处 是 原子 的 ,hEC(L0,02)， 
R") ;不 失 一 般 性 可 设 


| D=o- Bex c | (6.1D 
其 中 当 so EE Var g0. * 
= {9EC, Dg 0] 、 (6.12) 
则 (6.9)? 定 义 了 一 个 强 连续 半 群 
T» Cp D» .£x0 . (6.13) 


其 中 TiGO- (1,20, €C5 B y 人 是 (6. 93. DIR. 
Bb ao EPR Tohr. 即 
ap7-inf(a€ R,3 &COffi [T 5) | Sibe" (20) (6.14) 
于 是 有 
引 理 6.1 Xp y (60 dE C. 10) 的 解 ,满足 plp — 9. NITE 
在 常数 a,#, 使 得 
sup 


FICILSIQ | Be" C gir Lo RO | 3.4260 (6. 15) 
用 第 二 章 $ 4 估 式 (4,. 11) 的 推导 办 法 , 容易 得 出 (6. 15). 
引 理 6.2 Æ Di:C-R" 关于 9 是 线性 的 , 且 在 0 处 是 原子 的 . 


则 存在 x 个 函数 pong, BED T0 Gp mig) 
证 V sE10,rj 设 ECOE 一 r,01,R) 定 义 为 
0 —r&.Üs. —s 
(0) = . 
? N 一 5 (6. 16) 
则 
m Ü 
pygI=71—| [4,03 2-9) (6.17) 


Erbo Aa oh, WDA o0 HD HAREE. o= 
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gi CDAD, A D8=1, 引 理 证 毕 ， 

对 引 理 6. 2 Wig RI D. il Y —1— £D, WI FCC 是 一 个 迷 
SEE. 车 y(ty ,hh) 是 (6. 100 R9) y 一 yy 的 解 , Dy 二 Ah(0) 且 
yy 二 yh0) h) 引 理 6. 1 RAR yC Bh(00) 40 
《2) 对 固定 的 :是 (00, 后 ,R") 一 R* 的 迷 续 线性 算 子 , 设 KOENA 
为 

K5Q),CQ0,7], RO—R" 


Knot = yCbA CO) ,AO (0 (5. 18) 
此 时 我 们 有 
定理 6.3 对 Y a>apa 天 0 存在 常数 站 一 ka) 僵 
ket a0 
< . 19 
IK 5G) | 去 E a«o (8. 19) 


证 UY y—y(ODh CO 0&7 206. 100 REM y= ^c 
解 . a—an26 6-0, y GO Z(GDexpat. HG —h(DexpCXC— at), 


DCR 定义 为 Dae DG'9) Wl Z 满足 方程 


D.Z. =H (0,1720 (6. 20) 
且 由 齐 次 方程 导出 的 半 群 pt) (m0 满足 

Tol S ke " 220 (6. 21) 
其 中 上 为 常数 . 


设 电 是 C40,oc),R") 中 的 任 一 焉 数 , 且 设 
Kp5,0HH —ZGDHGDO.H0QD 
是 方程 (6. 20) EHE Z, 一 50) 之 下 的 解 .我 们 要 证 明 存 在 常数 
MM 使 对 ¥ HeCQo oo), R2 5Y C20, LOT. 
IK p, COH | SEM sup IH čs)! (6. 22) 
rA H —&(Dexp(C—aD., H Ko HG)—yGoexpC—aD03£ IK 
| y€ [Ske supe ™ |AC 
从 而 (6. 19) 成 立 。 
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现在 证 (6. 22). 98 ££ DIR EE FRI [0.0], 8 9] HR 6. 1 之 存在 常 
À k BE |K o (DH | CK, sup |H GO br€ [0.0], 3$ Z Go d HH) 是 
(6. DRIE 2, GO — 9 PE 3E EDDIE TEE 0,6 [jz GH 
Do], Bil gi Co. 20) 齐 次 部 分 是 自治 的 ,我 们 有 | 

Z(0,0 HO), HY (0 2Z(a SF, CO HOD ,H2,0) (2) 
tZ DH (Ga) HG —Z(O,V,,00,0HQO0,H),0)(1— jo) 
T ZO. HCGoo)..HCGo. 72) G— jo) 
其 中 Vr Dp. BrVA 

KoH — [T pe(t— jo) Kp H ](0) 


FK o G— je jot +) (6. 23) 
故 有 估计 式 
IK XOHV&B genep KoH EK, yera lH) 
6. 24) 


对 jp! 人 十 De 以 及 B— kexpC— eoo EF. 
由 (6.24) 对 ; 用 归纳 法 之 对 一 切 整 数 j 尘 0 和 一 切 区 间 cs 
委 (o 十 1)7 成 立 
Sup 


IK5CO H | Lb e E DR es HG) | 
若 我 们 选择 07-0 使 81, LAS CO |o | O — 07. 证 毕 . 
最 后 设 算 子 DERE 


Dg-D,et |^ Aceh 
Dg qo -— 22 AgCoro 
FUB crar. A HD AUD [dB oc 


出 有 l 
定理 6.4 iE D,.D fms. 2E MR 


(Da, 7 sup (KeA;det | JA— 2A ELI 
(2)i€ D, E 5| 38 6.2 MEFS IAD C—C, 
则 有 分 解 表示 | 
To G — TG). UG) (0 
Rp UG Ai. 
征明 参看 [44. 
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第 七 章 


RH 


AX CREE FDE 解 的 稳定 性 和 有 界 性 ;限于 篇 幅 对 有 
关 定 理 与 判断 准则 只 择 其 有 代表 性 的 ， 而 对 燥 念 刘 力求 全 面 系统 ， 
其 间 附 有 一 些 问 题 和 重要 例子 . 


n 定义 与 记号 


设 RFDF( 记 与 NFDE(D,P | 
a) fs) | (1. 1) 


$ Dan =f) . (1.2) 
分 别 满足 第 四 章 与 第 六 意 的 相应 假定 ,以 保证 解 关于 初始 数据 的 
连续 依赖 性 定理 成 立 , 解 尾 体 存在 . 由 于 (1. 1)(01.2) 的 祷 始 函数 空 
HÆR C—CO-—rn01RD.rF€ R.. TEREN B Tbe. 
与 常 微分 方程 一 样 ,要 讨论 (1. DEO. 2235 — E CORR 
定性 问题 都 可 以 化 为 0 解 的 稳定 性 问题 . 这 :只 要 作 未 短 函 教 的 代 
换 yx -—:G) BEST. DUE F RR 0,0) —0. DG. 0) 
—0XVicRIIY. 


1. 稳定 性 的 定义 


和 前 儿童 一样 约定 ,各 种 范 数 统一 记 为 |，|, 必 要 时 附加 下 标 
229 


上 |， jxz, 只 要 稍为 注意 是 不 致 引起 混 庄 的 . 为 确定 起 见 ， 叙述 定义 时 
都 暂 指 (1. 1). 


定义 1.1 记 初 始 时 刻 为 e,18| 一 ocf gP Llr R 
R 中 的 模 , 则 对 Y o€ R8 

(1X1l.1) 的 零 解 称 为 稳定 的 , 若 对 We>0,3 8060070, [91 
«C Rr leao |<e to. 

DA. DETERIUS RARER , 若 (1) 中 的 省 不 依赖 于 o. 

DA. DAF L3 LI ME-RROICOI el S PEUT 
8,900, 34 t E oo. MAZ a 55,(007-0,9]V 60.3 TG, 
ff 35 [| cbe CORE XE V. iz8od- T (o6 p IRE Lm, e”. 

若 了 和 与 8 无 关 , 则 零 解 称 为 等 度 吸 引 的 . 

ETRA AF b. 与 a 无 关 , 则 等 解 称 为 一 致 吸引 的 . 

E b= +o, FRKA LARRIKI. 

(4) 0. 1) 的 零 解 称 为 渐 近 稳定 的 , 若 零 解 是 稳定 的 ,吸引 的 . 

a 1) 的 零 解 称 为 等 度 新 近 稳 定 的 ,车 等 解 是 稳定 的 ,等 讼 吸 
引 的 ， 

G. 1) 的 零 解 称 为 一 致 渐 近 稳定 的 , 若 零 解 是 一 致 稳定 的 ,一 
致 吸引 的 . 

. 4X 1.2 did Bo008V €0,3 (607-0 fiis 1p] 8 时 ,对 
V ro 成 并 , 

， ， 12 0,9) | &sexpL — 8G—2)] (1. 3) 

WSL 1) 的 零 解 是 指数 新 近 稳 定 的 ， 

ENL? (1.1) 的 零 解 称 为 是 全 局 (大 范围 ) 浙 近 稳定 的 ,车 
零 解 是 稳定 的 ,全 局 吸引 的 . 

此 外 对 全 局 一 致 新 近 稳 定 , 完 全 稳定 性 ， Momus 与 常 
微分 方程 平行 的 定义 ,可 参看 [8J[91. "on 
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2. 与 常 微分 方程 诸 移 定性 的 比较 


定义 1. 1 一 1.3 形 式 上 与 党 撤 分 方程 无 看, 但 有 许多 实质 上 的 
TB :在 常 乓 诸 稳 定性 定义 中 初 值 e 代 之 以 在 E, 上 的 初始 函数 
e» E HT EI BENE s ca NN RT BUCRIS. Ale 3k C 中 的 上 确 
HA, [zf 表示 R 中 的 模 . 常 微分 方程 对 应 于 湾 量 为 0 的 情形 ， 
而 FDE 中 沸 量 不 恒 等 于 0, 因 而 存在 稳定 性 对 时 滞 的 依赖 关系 问 
题 . 常 激 分 方程 的 零 解 稳定 与 否 同 初始 时 肇 的 选择 无 关 , 但 FDE 
则 不 然 , 存 在 称 之 为 “变异 ”的 FDE. 取 某 一 初始 时 刻 6 二 替 解 是 
BEW HFE n> Un IMENA RRETA EN. 

例 1(Gnbcromaol954) 考虑 方程 

rü)-xG)—zre^) . 4D 

R t0, E,— (01 O. DK RS rG) —c- const. SFREE, 
X >l, Al E, — (0.678 1U 03. Rt — BEP RC 


| 9  t—t, 
ra= a t€ Oste] 
此 时 (1. 4) 有 一 族 解 
x) [et1] UE ts (1. 5) 


由 于 5 可 取 任 意 小 的 正 数 ,而 (1. SURVIE AR SENERCIR E NI 
3. 有 界 性 的 定义 


定义 1.4 3X € OCRXCAE TEE M—MG.p ,使 
G. Dif. gm B roo. pH tzor FEES Ix Guo p IM. 
则 称 解 z(z,o,g) 有 界 ， 
定义 1.5 XIV H70.c€ R. 著 存在 MM=M(a,H) H Ll 
<H BIXIV t>o H lro M, WUR. 1) 的 解 Tto pE 
度 有 界 的 , 若 与 无关, 则 称 (1.1) 的 解 是 一 致 有 办 的 . 
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定义 1.6 共存 在 常数 ModuVGpeRXC 总 存在 了 
—T(o,9)2»0,34 rzzo-- T BRI p IM 则 称 (1. 1) 的 解 最 
AUR RRRA I. 

*Xxi.7 车 存在 常数 Mo, HX H»0XÀR«€H. FET 
eTG,H)70,B 319] « H AN rmo T Rta nol 
MAG. DIE HER ACE FE. ST 与 4 无 闫 ， nia. DER 
是 一 Sede ote eg. 

' gX1.4-—1. 7 35858. D. 


4. ETTET E 


& TORIGEEECRER SI LAM NE ERR 
《1) 李 雅 普 诺 夫 函数 VC er) Var) 或 者 简 记 
3 V V Ge). 完全 引用 常数 分 方程 稳定 性 理论 中 的 定义 例 
Abd RDDE - 
TA fa. uai G—rDuenmrG-—r 
(1.6) 
其 中 7 二 0, 则 有 


dv 
Vaso Lue Y n: 人 IE 人 (a 


=p) T(t—r)) l (1.7) 

(DERRER AV CR. V Gg) I RX CR. C= 
CC —r,0]R) EG. DAGOZ RA ai, ena C 
Pos 9€ [一 ,0], 吓 义 全 导数 为 


Vap) la. 1 一 Hin (V GE TAHRCE DVE, Qj] (1.8) 
或 者 说 VG 0) d Thay HOB ER Viro intl. DAESH, 记 为 
Yao. 


(30k JE iS Eacc QR Q.a(0)-0. a(s2PE f A UE n, 
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HP aGoJE A 4 RKM, REHA K.. | : 

(4)4c 类 函数 ,车 a(s) EK Ha BLAR, H pE n ke 
类 函数 ,其 金 体 记 为 六 C 

BR KCCK. 

这 用 类 函数 的 综合 运用 便 是 Jinyuon. 第 二 方法 在 FDE — 
广 . 


$2 METRE E 


(0 b—T8l 1 表明 FDE 中 有 一 类 变异 的 系统 ,其 零 解 稳 定性 与 
初始 时 刻 的 选取 有 关 , 研 见 如 果 在 定义 .1.1 一 定义 1.3. 中 “对 每 一 
个 初始 时 刻 ” 改 为 与 常 徽 分 方程 一 祥 的 “对 给 定 的 初始 时 刻 ” 恒 会 
出 现 这 一 复杂 情况 . ANGE PE ROS 2 BATA FE MERE XL, FDE 的 
稳定 性 定义 是 加 强 了 .. 
本 节 要 介绍 当 FDE 稳定 性 的 定义 放宽 为。 对 给 定 的 初始 时 
刻 ” 后 所 出 现 的 一 些 特别 性 质 . 
不 难 验证 如 下 事实 ，， 
定理 2.1 澡 量 为 常数 , 且 右 端 不 显 含 上 的 自治 系统 (zeE 玉 ) 
ra= fira), rr :人 一 Two) (2.1) 
零 解 的 稳定 性 是 不 依赖 于 初始 时 刻 的 选择 的 . 进而 若 nons, 
ER GHE 
TSF r) srlr) e LOT Ln (2.2) 
ARS RTF: RRHH, NOC. DFAA ETES y ihm aE 
REK. 
EODH FRF: RARR Bg = 中 至 少 有 一 个 是 z 的 函 
数 , 则 定理 结论 可 能 不 成 立 . 
例 2 考虑 方程 
rGü)-—3QrQOod5G0)rG—rG)) (2, 3) 
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Eteo RAMA 1 aAA 
b =c atm el) t£€[—1.0] 


b D =b) IER : (2. 4) 
而 r(034 70 时 等 于 0, 当 :0 时 是 周期 为 1 的 周期 函数 ， 
| rtt 十 1) —ooctx.—1 
so lei$—i|] 一 TSeso (2. 5) 
0 t0 
取 初 始 时 刻 1, 二 一 2, 在 [一 2, 一 起 中 (2. 3) 有 了 和解 
re) = — x mrih) (2. 6) 


事实 上 ,把 (2.6) 代 和 (2. 30 069 PR 321 SELBE MEA (2. 6) 是 其 解 ,ro 是 
EER, TF n— —2. E, (72) HE —- TE. (2. 6) 即 (2. 3) 的 
L3 1 WE > 时 ,不 癌 x 如何 选取 z( 一 1) 一 0 总 是 成 立 
的 . 由 天- 一 { 一 1), 故 一 切 解 在 zx 一 1) 处 全 部 粘 合 为 零 解 .上 20 
以 后 (2. 3) 退 化 为 常 贡 分 方程 , 即 (2. 3) 的 解 已 全 部 求 出 ,并 表示 为 
| zi -位 z,GED'«e[72, 71] 
0 £—1 
从 而 推出 当初 始 时 刻 16== 一 2 时 (2. 3) 的 零 解 稳定 : 
l ^u 5,7 0,8] C2. 34b Jg 

rQ)-—[3-5GG)l—r( 
其 解 可 表示 成 

xD 一 roexp(| (3 二 6CcD))de (2.7) 
AR] x。 如 何 地 小 ,(2..7) 在 R ERR H BAIARA H n =0 
时 , 零 解 是 不 稳定 的 . 


现在 以 RDDE 
r= Fr ririt) (2. 8) 
为 例 给 出 若 于 性 质 . LIBRO Ap ER R ERa. Ep roo, E 


先 有 
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定理 2.2 X RDDE(2. 8), H 60 5€J —[n, 9,6. I p 
n FRR EEUE n FRR ETE. 由 号 时 零 解 是 不 
稳定 的 可 以 推出 吉 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
事实 上 ,由 解 的 连续 依赖 性 立即 得 出 ,但 定理 的 道 傅 题 不 成 
X. ,P 1.0] 2 ERR. 
1382.3 车 (2.8}) 是 “变异 的 ”, 有 即 零 解 稳定 性 依赖 于 初始 时 
刻 的 选择 , 则 必 存 在 一 点 :" € J ER ne [n0 GB EON, 
系统 以 为 初始 时 刻 之 零 解 稳定 ,而 当 轴 E G' o0 CU E 
系统 以 o 为 初始 时 刻 志 零 解 不 稳定 . 
证 由 所 设 , 了 总 及 号 分 别 使 (2. 8) 的 零 解 为 稳定 和 不 稳定 
的 . 由 定理 2,2 nd, BHY 二 魏 具 :2.8) 零 解 者 是 稳定 的 . 对 
V t, Z2» (2. 8) 的 零 解 都 是 不 稳定 的 LC GL -2- 00/2. Bü de 5 
处 零 解 是 稳定 的 , 则 要 总 时 零 解 都 是 稳定 的 , 若 在 总 处 零 解 是 不 
稳定 的 , 则 之 总 时 零 解 都 是 不 稳定 的 , 按 这 两 种 情形 在 [如 ,总 ]( 或 
FEED HEC HE (GB 8072 (或 者 内 十 18)/2), 如 此 继续 下 去 
IETB Nu. 
我 们 称 z 为 临界 点 ,已 计算 出 的 Bem € Ife 7 
有 严格 证 明 ([98j] 中 有 一 个 充分 必要 条 件 ， ARRETARA 
is rs. 
考虑 例 1 的 方程 . 在 [38] 中 计算 得 盖 一 0. 
例 3 方程 
xG)-—bGYrG—r)) (2.9) 
idn GJ) = Hi -—iri.rc€[—-1.0].n Go D-nGrz-1, 
,TO 定义 为 
"T 一 了 FE [n r0 
PEL r( m 
l—24- £0 lo £0 
可 计算 出 1' 二 一 1 
例 4C3sepkut) 方程 
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z=6 5). 00 7 3.10 


3a 
E De 


b(r) = —cost FKK 
1 toia 
—— =Q. 
对 FDE EA EE RE Variabili EAN EENH. 
(ODFDE 具有 变异 性 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
(2) 变异 系统 的 应 天 背景 还 没有 具体 分 析 , 在 钱学森 , 末 健 全 
著 的 “工程 控制 论 ” 第 十 一 章 中 专门 指出 这 类 系统 的 特性 (或 “工程 
控制 论 " 第 一 版 第 八 章 )， 
在 L38] 中 我 们 构 遗 了 变异 类 . 


$3 线性 FDE 的 稳定 性 


1. 与 稳定 性 等 价 的 命题 


考 瑟 齐 次 自治 线性 FDE 
FDS LET) . (3.1) 
RP rER LAERTES 的 全 部 和 假定 ,Us) 满 足 第 三 章 33 
定理 3.1 PG DIG D.T DAOG. DHR S TG 
nap). t0, 
引 理 3.1 下列 四 个 命题 是 等 价 的 . 
(OG. 1 的 解 有 界 . 
(2)(3.2) 的 零 解 稳定 . 
(Y cE R.3 EC RGORG 
[og kta) a zen (3. 2) 
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《4) 对 Y s€ R,3 HE EGO DERE 
[CPESEESC ZEE T 2058 o7 (3. 3) 
证 1) 一 (3). 设 (3.1) 的 每 一 个 解 有 界 , 册 对 Y (Gp € RX 
C,3 AM Guo EIER T Goo R 
|TG.ogp|lmE(.q) — tme. - 
B — Sic REARS] ES EGO BET UID Go | CoD. 
(3229 (4). Hg U Gr 2 ETE 


Van Ec fmt) U.C S0 ulus 
IU. ps) |=1 
得 到 
[U,C + s) Ii [mco [U.C * ,5) [du tzes 
再 由 Grownwell 不 等 式 有 
IUS, exp [ modu]. Us 


(3. 4) 
即 有 


yr 
IU. Iro) =exp| m(udu sixsrr 


考虑 到 restr EUG oR. 0)D,IU* ,|bGH rmn rGO. 
得 证 . | 

G0 OD. 由 第 三 章 定理 4:22 YG.0-UGQGS0XT s 几乎 处 
Ab gar. X BHO [Y Ga | 三) 对 st 开平 处 处 成 立 ,所 以 第 
三 章 定理 4. 2 一 (2 成 立 . 证 毕 ， 

(2) 坟 (1) 是 显然 的 . 由 此 定理 爹 部 得 证 ， 

引 理 3.2 者 3 常数 mm 使 得 


[m GOduxim, ER (3.5) 
则 千 殉 命题 是 等 价 的 . 


(1G. 1) 的 解 一 致 有 界 ， 
(2G. DHF- RÉE. 
《3)3 常数 大 使 得 对 YY ERA 


VT G2 | ib tz (3. 6) 
(4)3 T 3X 后 ,使 得 对 Y oc R 
IU G0 | xk, ut (3. 7) 
证 EG. DHR- SUB Fw NE R0 使 得 对 Y ER, pE 
C, |gl i 时 有 
EACE IES TET, (3. 8) 


Wi TGisecme.BOD-0D. BG. 42.50 XIV ER, 
当 sgsr BD.[U,C ^ oso | xr r= 二 e™ GORGE 5 5| 3.1 
RHED a. 用 第 三 章 定 理 4. 2 RO= (D. EOD €D 
是 显然 的 . us. 
引 理 3.3 FG DEET, 则 下 列 三 个 命题 是 等 从 的 
(1) (3, 1) 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳 定 的 . 
(2)(3. 1) 的 零 解 是 指数 渐 近 稳定 的 CREDERE X B0 0,07 
0 使 得 对 Y¥ ERA 
[TO he ,ta | (3. 9) 
(3) 存 在 常数 五 沁 0 及 (2) 中 的 a0 使 得 对 Y SCR mor 
| UG he "Ts (3. 10) 
证 EDR MIY 90.3 c— 700220, BE (Xd V 1 € R. 
[el sd 有 
EACH OIEA PT E 
A ifi otr AIT) 1 xEH 91.301 
«——r logi, =ke" 
其 中 心 ÆG 3. 2 中 (3) 所 指出 的 常数 (这 里 为 区 别 记 之 为 大) 
由 于 设 (3.1) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 , 故 由 引 理 3. 2 e, 存在 . € 
mo. HERY 上 六 0, 合 得 xr 过 1 一 J 之 {n 十 1)#, 所 以 有 
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IP Gua d SLT aotar) | 9 [Dn nr0| 
xs IT Giro) 
xu UTG-TG-—1 Yre) j 
= 
ke "tl T 
zur. 
BHO») 53] 3. 1 的 证 明 类 似 . 而 (3) 之 (1) 则 是 显然 的 、 
WEE . 


2. 线性 自治 DDE MEE H 


现在 要 对 第 二 章 与 第 六 章 中 所 得 到 的 ,或 者 所 屠 售 的 稳定 性 
礁 则 ,在 本 童 严格 定义 之 下 给 以 系统 总 结 . 写成 确切 的 定理 . 
先 考察 RDDE 及 其 特征 方程 


iG Ax) 2 Berlt—r,) G.1D 
hA) —det |l — A— 他 Be {=0 (3. 12) 
Hp rE A, B H aX n AARE, const. 206-—1,2, t, 


引 理 3.4 X43. 1D G. 12) 8 [81 . 
GG. 12)7 只 有 有 人 限 个 单 重 纯 虚 根 { 含 虚 部 也 等 0 的 零 根 ,其 
他 根 藤 具 负 实 部 的 充 要 条 件 是 了 常数 对, 玉 ,r, 使 得 (3. 11) 过 
V (0; 候 的 解 都 满足 
raa go Ix Migple Hk lgl to (3.132 
(2)(3.12) 的 和 所有 根 皆 具 负 实 部 的 充 要 条 件 为 ;存在 正常 数 
M 和 vr 使 得 方程 (3. 11) 过 任意 的 to ,yp) 的 和 解 都 满足 
|x(t,0,9) | x: M|gle "to (3. 14) 
于 是 有 
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定理 3.1 特征 方程 (3.12) 的 根 与 (3. 11) 零 解 的 稳定 性 的 关 
RA en 
OG. 11)? 的 零 解 为 一 致 稳定 的 充 要 条 件 是 (3. 12) 的 根 只 有 
有 限 个 单 重 纯 虚 根 ,而 其 他 根 皆 具 负 实 部 (包括 虚 部 为 0 的 单 重 零 
H A=0), 

C) (3. 11) 的 零 解 为 一 至 产 近 稳定 的 充 吉 条 件 是 (3. 12) 的 所 
HIR Br Rf SES. QU 

(3) G. 11) 的 零 解 为 不 稳定 的 充分 条 件 是 (3. 12) 有 正 实 部 的 
m. 

证 OXEG.OO6IMRGDERCTÉCE OR S LS HORROR IPLA 3E 
部 , 则 由 引 理 3. 4 的 (3, DRR. 11) 零 解 最 一 致 稳定 的 , 反 
之 ,车 方程 (3， 11) 的 等 解 一 致 稳定 ， 由 引 理 3. 2-23 常数 天 使 得 | 了 
(t0) | &R,tzxa. IM 

zo [s "m" 一 UT G.o»gl 
«kel: Migle Atip] > 
理由 引 理 3. 49 (3. IDAR Oy N, E fig EL 3e 
部 . 此 外 虚 轴 上 只 能 有 有 限 个 根 是 第 二 章 早 已 证 实 过 的 . 

BOLICSPDNI LIES MEE 3. (3. 14) 成 立 
过 (3.11) 的 零 解 一 致 浙 近 稳定 ,反之 , 若 (3, 11) 的 零 解 是 一 致 浙 近 
稳定 的 ,由 引 理 3. 3=>3 常数 M> 及 a0 使 得 对 所 有 ER A 
Tt) Me 77? imo MUN 

zita pilre pA IETU Del 
LM leple ,og 
再 由 引 理 3. 4 二 方程 (3. 12 IB. ER f 3E. 

(3) 若 (3.12) 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 根 ,不 妨 记 为 如 ,Reh > 
0. B8 — Er —ce RGLMDBS.CCR' REHRGSW Gm 
零 解 不 稳定 . 证 毕 ， 

注 3.1 定理 3.1(03) 的 证 明 对 其 他 自治 线性 DDE 都 成 立 , 顺 
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便 再 强调 一 于 ,ADPE 与 CDDE 零 解 恒 为 不 稳定 的 . 

对 NDDE 的 特征 根 与 零 解 稳 定性 之 间 的 关系 相当 复杂 ,如 第 
六 章 论 及 的 第 三 临界 情形 和 一 切 特征 根 皆 具 负 实 部 但 Relo, j 
一 oc 的 情形 ,都 尚 待 今后 进一步 探索 . 


作为 例子 考虑 方程 
rG-reorG—D-ArG--TBrG—rD (3. 152 
h(A) — det [AI -FÀAce * —A— Be "| =0 (3. 16) 


对 (3. 15) 我 们 有 

定理 3.2 EG IORI Ar W 

(1) 存在 一 个 j, 使 Rea >o, WG 15) 零 解 不 稳定 . 

(203 "2E 70. Euy j A Rea; — 6-0, Bj (3. 15) 的 零 解 
是 渐 近 稳定 的 ,而 且 是 一 致 的 . 


3. BERGE 


考虑 方程 
ri) —fGurG,.zrG—r)) (3. 17) 
其 中 工 ER"rERR EHER. 
定义 3.1 若 对 Y rERi:(3.17) 的 埠 解 都 是 渐 近 稳定 的 , 则 
(3. 17) 零 解 称 为 全 时 淳 稳 定 的 (或 者 称 (3. 17) 是 全 时 滞 稳 定 的 ). 
全 时 请 稳定 亦 称 无 条 件 稳 定 ,或 绝对 稳定 的 . 当然 ,这 与 自动 
调节 系统 中 使 用 的 同一 术语 意义 完全 不 同 . 
这 一 定义 同样 适用 于 中 立 型 DDE. 
迄今 为 止 所 有 研究 工作 ,都 只 限于 线性 系统 , 币 香 主要 是 针对 
RDDE 
rGG)—ArG-JdBzrG—r) (3. 18) 
其 中 ER*,A,B 为 nXn 常数 阵 ,rE Rj 作为 参数 ,实际 上 (3. 19 
是 一 族 方程 . 引入 特征 方程 的 记 且 
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h(,r)—det]lAI—4—Be^"1—0 (3.195 
我 们 有 如 下 的 基本 结果 
X333 系统 (3. 18) 为 全 时 淮 稳 定 的 充 要 末 件 是 特征 方程 
h(A, UE 
(DRA, —det|AÀ] —A—8B]—0 HREH MEH. 
(DİN yER RY cC R ERT 
h Ciy, t) =det |y] — A — Be | 0 
证 ”必要 性 . 若 人 1) 不 成 立 汪 z 一 0 时 (3. DFAE 
定 的 一 矛盾 . 充分 性 , 要 证 对 Y c € R, (3. 1 多 的 所 有 特征 根 皆 具 负 
LR. 为 此 把 A (A. EIE DS A DE E 
ACA T) 一 【一 D'E A *t4,-—-0 
HF A de “的 多 项 式 , 由 4, 瑟 的 元 上 ,2 组 成 多 项 式 的 系数 . 当 
rE Ri 及 Rezo BI e t Siere Ri Reiz Bb AUS Pie 
为 
kh,—max|A,|.z€ R, ,ReAZz0. 
TEA 
再 取 
R = max(i,(» + 125,9) — 0 
MRK 1l A| ZR. 及 ReAze0 时 有 
[C— D*a 4- A X771 47 ---- E A, | 
SAirr- IAt/iat---—14:4/13171 


nf 
2Fu G-EDE L9 


=f A R, Reik HHY r€R,.OG. IDRAR. 
Pg AR OO 4 r=0 时 (3.19) 的 根 都 莫 在 左 半 面 Rea-0 
上 . 当 r 由 0 增加 时 ,特征 根 要 藩 在 右 半 平 面 上 , 当 且 仅 当 有 某 一 
个 + 使 4 在 一 R 到 RR 之 间 穿 过 有 虚 轴 , 而 条 件 (2}) 不 介 许 这 一 点 成 
立 , 所 以 对 Y ER G. 19) 的 一 切 根 随 着 c 的 增加 永远 停留 在 左 
半 平 面 内 . 证 毕 . 
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定理 3.3 似乎 已 解决 了 全 时 滞 稳 定 人 性 的 充 槛 条 件 问 题 , 其 实 
不 然 , 因 为 (1) 可 用 Routh 一 Huwitz 准则 判断 ,而 (2) 是 超越 的 , 难 
以 检验 的 . 1946 年 A. A. Aunpoma 就 握 出 公开 问题 :是 否 存 在 全 
时 泊 稳 定 的 代数 判 据 ? n=1 时 这 是 显然 成 立 的 , 即 
例 5 对 一 阶 系统 
r()0-—ar(G)-TbrG—r) 
h(A,r) abe" —A—0 
条 件 (1) 即 hCG,0) 二 a 十 5 一 4 二 0, 根 4 二 a 十 5 5 88 A (0H 
ath (3. 20) 
而 条 件 (2? 意 味 着 用 iy PLACA GO Hip cy 1e 2E 3E BICRU HRS 3B 
R(Cy,w) —a--bcosw —0: 
HK yw) = — yd-bsin:o —0 
消去 ww 得 
HG) — y! ta! —5)—90 
HH(y) 无 非 0 SERERE TE SES (ER 5^ —at x0. 24 HG dE O XC 
WHF, y =o a 0-520, 于 是 由 六 (yz 一 0 53 yw) —0 R 
得 tgw — — y/a ,对 任何 实 的 y-o EUR SECRETA R —0 X 1—0 都 有 实 
的 oz. 
à £8 n] (3 S Er GE TERRE RE (p E 
a T 50,565 —a*x0 
或 者 写成 
a5 0,b—azO0 
这 是 代数 判 据 , 完 全 由 方程 系数 确定 . 
对 n2z2 的 情形 有 一 系列 结果 参看 L2341, 但 离 问 题 的 最 终 解 


4. 全 参量 分 析 问 题 


AAR ETA TR YEJS HA Hr T - 阶 系 统 - 我 们 用 它 说 明 问 题 的 
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EX ME 考虑 方程 : 
rGO)4-arG)d-brG—r)-0 (3. 2D) 


. RB rE€R.a€R.r€R,. 特征 方程 为 


tate" — 0 (3. 22) 
所 请 方程 (3. 21) 的 “全 参量 分 析 ” 应 包含 两 个 方面 : 

(DEH asb 为 参数 的 平面 (a;58) 上 ,用 (3. 22) 实 部 为 0 的 根 
的 点 tao: 如 ) 作 为 边界 ,把 (a; 恕 平面 划分 为 若干 个 区 域 ;在 这 些 区 
域 中 方程 (3. 21) 的 零 解 分 别 为 全 肝 河 稳定 , 渐 近 稳定 和 不 稳定 的 . 
在 诸 区 域 的 边界 上 (3. 21) 的 零 解 可 能 是 稳定 的 一 一 实 部 为 零 的 根 
是 单 重 的 ,也 可 能 是 本 稳定 的 一 一 实 部 为 零 的 根 出 现 重 根 ， 

《22 当 2 把 取 定 ,以 rE 民 为 参数 ,这 时 稳定 性 表现 得 十 分 多 
样 化 ,大 致 可 当 为 三 种 情形 . 

AIV rE R , 《3.21) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

XIV rER+ G. 21) 的 者 解 是 不 稳定 的 . 

NV T€ SCR. .(G. 21) 的 零 解 是 稳定 的 ,而 对 ¥ cce S—-RL— 
3S,(3.21) 的 毒 和 解 是 不 稳定 的 ， 

所以 如 果 对 一 个 方程 完成 全 参量 分 析 ,就 等 于 说 , 彻 度 解 决 了 
它 的 稳定 性 问题 . 

这 种 划分 区 域 的 方法 递 常 有 两 种 ;DD 划分 法 与 幅 相 法 . 我 们 介 
绍 的 是 用 D 划分 法 对 方程 (3. 21) 所 得 出 的 完整 结果 . 

(3. 22234 4 十 5 一 0 时 有 0 要 4 一 0 所 以 aa 二 5 是 门 划分 边界 
之 一 .现在 设 (3. 227 有 实 部 为 0 的 纯 虚 根 iy( 可 设 y 关 0) EA G. 
22) 分 开 实 部 与 虚 部 得 

a--bcosc y — t 
y—bsinry =0 


或 者 


i y MOSTY 
一 一 "一 z 
SINT v sSinTy 


sty kr k — 0. +1 (3. 23) 


曲线 (3, 230 EE. y 为 参数 ， ROS c EROR oen o 共同 组 成 DI 
分 的 边界 ,如 图 7.1 所 示 . 


几 点 说 明 ， 

(1) 在 [6] 中 还 详尽 地 划分 出 特征 方程 有 1 个 ,2 Tek ME 
实 部 根 的 区 域 ,这 对 于 我 们 的 目的 一 一 稳定 性 来 说 ， 没有 什么 意 
X Ba. 

(2) 图 7. 1 7B c BUE Mr E KRITERET. #99% 
reot oo, 图 中 曲线 r 向 上 方 移 向 以 至 于 无 穷 远 ,稳定 区 扩 
RAFEH attoo. 反之, 当 rt 一 0 了 7 重合 于 直线 4 一 5 二 0. 稳 
E EBD B ERA GE GE. 

(3) 注 意 到 Ca.) 平面 上 任 取 一 点 可 能 出 现 的 情况 有 ;: 落 在 全 
时 潍 稳 定 区 内 , 落 在 不 稳定 区 内 , 落 在 渐 近 稳定 区 内 或 边界 上 . B 
$E (as 5) fE-a 67» 0 的 半 平 面 上 ,但 不 在 稳定 区 其 . 此 填 * 只 要 适 
当选 择 r cr, M o EE rff leho i T An a E A. 换 音 
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之 ;as 固定 ,应 当 考 呀 参数 rt 使 (3. 21) 稳 定 与 不 稳定 的 案 侣 $ 与 
信 , 例 如 对 一 阶 和 二 阶 RDDE 用 种 典型 的 5 构造 形式 : 


eh 0 


aD Ü - T 
T 

(lii) ) ————— ————————————e T 

(iv) " T 

(v) 0 T 

(vi) g T 


is 7.2 


图 ?7. 2 中 粗 线段 上 的 使 (3. 2D RO BODIE EGE H, MRR 
EË rG 21) 的 等 解 为 不 稳定 . 在 二 者 的 连接 点 处 ,如 ERE 
21) 零 解 是 稳定 的 . 于 是 人 1) 表示 全 时 洁 稳 定 ,(2? 表 示 当 relo, 
c ) 时 关 近 稳定 的 . r 一 rz* 时 是 稳定 的 ,r>>r* 时 是 不 稳定 的 , C3) 下 
RAY rE R (3.21) 零 解 篆 不 稳定 , 几 此 等 等 . 

关于 呈 划 分 法 和 幅 相 法 的 详尽 竹 述 参看 [6]. 目前 已 知 的 全 
参量 分 析 工 作 是 :RDDE n3 的 情形 以 及 NDDE n=1 情形 
[592 ]. 


$4 Jlanytos X AY 


Ade su BEE p Fr HERI USER] V EH YEXSGETESEdE B ur y 
H. 考虑 RFDE(C^? 
TO) -—fG.um) (4.1) 
& iE CG. 1) 满 足 解 的 整体 存在 与 唯一 性 定理 条 件 , 且 FIRXC- 
Rd RXG 的 有 界 子 集 ) 映 入 R* 的 有 界 集 . 
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定理 4.1 设 #oE 丰 .全 :只 一 只 省 存在 一 个 RXC-R 的 
连续 这 末了 (内 使 得 
ut [oo Oz: V G,goxzvt|gl) (4. 2) 
Van gsx —W0)D (4. 3) 
则 方程 (4. DIE REE 7 BREN, E4 S0 EFW GO T0, RE CA. 
1) 的 零 解 是 - : 致 渐 近 稳定 的 . 
证 不 妨 设 rr 半 0. XIV 60,3 emile) 0< < s. fi 18 V (0) 
uCG),WIpel«óà.ec R.di4.32 
VG um G0) S0 to 


Hi (4. 204g 
ut [rt ep) DV Ger G.aps; vis. 
£s) -u(s) . ta 


=> £xoBP|rG.q i-e. DI ol «óc —SOg sg TEIBUE. 

X] e— 1,8 0,2 000 (060€ Hi E TW E D. 现在 再 任意 给 定 e 
20. 我 们 要 证 3 TXGV,020 使 得 (4. DRE 1el «6, 的 解 x (t,o， 
PA rzo-- T (eB Sr [n (90 | «e. 即 得 渐 近 稳定 性 . 用 反 证 
法 , 令 8=8(e)>0 是 上 述 一 致 稳定 性 中 的 常数 ,车 有 一 个 解 rG, 
a, HE el Edo H 1x (0,901298, re, E RE— IK REOS rM 
间 上 必 有 s 使 |zCs) | 之 6, 按照 这 一 原则 可 取 到 一 个 序列 {zt} 使 得 

a+ CGR—1»50rzxi, Lot kr 
(eit) | Es a re 
由 关于 所 的 假设 全 本 53 LEl] «Lo v te 成 立 一 在 区 


Bl n pec dp EA Ln [> 了 ,我 们 可 以 用 加 大 二 或 者 取 
子 序列 的 办 法 使 诸 区 间 [2 一 六 ,a 十 六 ] 互 不 相交 ,由 此 得 
Vt IC) IC [a-e cz 


E it + 由 t—5 3A —1YÉ 
247 


V (t, a) -V Gg WC a i) 


记 KG. LY82vG)/3W (全) 的 最 小 整数 ,车 E»1-KX (GL), 
m - 
ó ó viia) 


V Git, v(G)0—-WCjOr 3 7S0 


—* E> r—r(o.Q.uacraM2rK ð L), lp «8, 使 得 Tx | 二 
f> 0+ 2rK (9, , LE Ri 3r. 

x, | se. (TO 82 — 2rK CO L2) 
— — Sic fi S8 se FERE. WERE. 

这 只 是 一 个 基本 的 稳定 性 定理 , 它 说 明 Y 汉 函 的 应 用 格式 . 
近年 来 国内 外 有 大 量 的 推广 ,限于 篇 幅 只 能 在 下 文中 再 举 数 例 . x 
知 详情 的 读者 襄 从 所 附 文 献 中 看 到 . 

Dio 考虑 定常 线性 及 RDDE 

x) = Ar) + Brar) (4. 4) 
Kr TER A.B 为 nXn 常数 阵 .r 二 const. 2-0. 它 的 零 解 的 稳定 
性 问题 可 以 用 上 一 节 指 出 的 特征 根 法 解决 :判断 特征 根 分 布 状况 
理论 上 可 用 第 二 章 中 指出 的 旋 特 里 亚 金 定理 . 但 实际 上 要 处 理 超 
越 方程 是 十 分 困难 的 . 现在 我 们 通过 建立 了 IB EEHHSCEM 
稳定 性 ， 

把 (4. 4) 右 端 写成 得 子 形式 

x—4Ag9(00)-4-Bg(—7) 
设 ABpInTTEHEBRBOS.SOEEC.IUECOIEES 
(此 时 记 C0). Br 
A'C--CA- —D«0 
A' 为 A SERIE VE E AEE. TE V. 2H 
Vipog OCOS v ()EROd) ^ — (45 
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由 7 内 表达 式 汪 3 EH v.k tE 
VIA V GOszE | gl? 
-现在 计算 VC) 沿 (4. obf e i d Sc 
Vas — 9! (ODAO (00)CBg —7) 
dg (DERO) —g Co r)Eq€C ~r) (4. 6) 
我 们 把 上 式 右 边 看 作 是 关于 内 0 , 红 一 六 的 二 次 型 , 且 对 阵 
4, 召 附加 条 件 以 保证 阵 方 程 可 解 得 C, 匹 , 司 关 于 eO. —»0m m 
二 次 型 (4. 6) 是 负 定 的 . 则 由 定理 4. 199 (4.4) 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 
换言之 ,我 们 要 确定 A B.C E 使 得 对 称 阵 
D—E —CHB 
|—B'C E | 
RETH. D D>0,E>0. 4 D—E0, B3 B—0 时 (4.7) 是 正 
定 的 .于 是 当 Bie IB [ES IRSE CLE DRE EEES C4. 4) 
Es rub 
HELF EXE HREEDS. B 给 出 估计 . 外: d AR, PD 一 EE 
L—0 


(4. 7) 


4 


z (D Erzijr| r Erz yle 
b] Vao Hm Fii 
Van PSAK 4-2] CB Y leo jg —r) | 
~lr) 
itas || CB 1270, Mi 
Va sos —RCgQOD [2H | eC 02 1) r0 
其 中 由 是 适当 选取 的 正常 数 . 由 定理 4. 1 一 此 时 (4 4) 零 解 是 渐 近 
稳定 的 . 
显然 ,为 了 使 (4.7) 保 持 正 定 , 这 种 估计 膛 非 十 分 理想 ,有 待 进 
一 步 研究 .上 .Hate 在 [4j 中 提出 一 个 公开 问题 , 设 (4. de EHE 
稳定 的 , 它 存 在 满足 条 件 (4.7) 的 形 如 《4. SO BEER VCg) 的 充 要 条 
件 是 什么 ? n=2 已 解决 [237]. 
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r= -larit tbrr) r-const. >0 (4.5) 


JR V 3 " 
Vo= pOH e (48 0 (4.9) 


V G3 T4. 8) 的 导数 为 
| Vanl =— (a— pf (0 b r — up C77) 
相应 的 {4. 7 为 再 定 的 条 件 是 
a>p>0 glapp (4. 10) 


当 a= SPIA C 10? 所 确定 的 18| 取 值 范围 最 大 ,此 时 我 们 得 出 ， 


F b| <a W. 8) 的 零 解 对 Y rE R 为 渐 近 稳定 的 ,再 一 次 得 到 
上 一 节 的 结论 ,是 谓 殊 途 同 妇 . 
例 8 对 非 自治 纯 量 方程 
T= a rte rG—r)) (4. 11) 
Rh aG), bH ERARE, H ERN (€ Roa) 270270 成 
X. 


HRV i£ ER Jy (4. 90 , Ei p. VG) XF (4. 11) 的 导数 为 
V aan) m — Cap AO — bp 0 pr — ugd C777) 
车 不 等 式 (4. 10) 成 立 , 即 现在 关于 + 一 致 地 有 
(2a DESA) 
则 方程 (4, DAFAR — SG TRE IBI. 
IIO E AA Eco LD, ZO X SIE E! 
XL. WDR SEXE CL. ORY. 
O 著 r=r().rtz) 连 续 可 微 且 有 界 , 并 且 对 1€R 一 致 地 有 a(#) 
3 人 pr>0(2a 人 一 prftD)AEa(t)。 则 仍 用 证 通 (4.9). 由 
年 理 4. 1 其 堆 解 是 一 致 新 近 稳 定 的 ， 
现在 给 出 零 解 为 不 稳定 的 充分 条 件 ， 
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定理 4.2 对 方程 (4. D EV Op E C n ne SEE EPIS SERO 
BO, (9€ Cilp| rH H3 > 人 >0, 开 集 CCC, 使 得 

MOVIA, ee U 的 边界 上 了 (由 一 0， 

(22 (0) EUNE r). 

GOfE UP B(O,PD.E,V GO xu 9X 0212. 

(WER, XUf|] BCO P) E,VA Dw p00) 1. 
其 中 gj,wEK, 


VA co (P= lim EV Gs (59) V G0] 


Su C4. 1) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
特别 地 ,对 ¥Y pEUN BC0,7) ,过 (0， DISSE Gp HERR 
时 间 内 达到 8(0,r) 的 边界 . 
证 Wo€RSEUDBQO, r =V. ARED, 
l0) u (V (Cp)) 
BBLOGOOOA HX LeU)BO.283bf8 
Iz G) [Zea V G0 Zu 7 (V (3) 
由 此 得 
Vanir i ort Dou (222770 
3$ zCU(M3IQ,r) 
id qeQi 1C G))D Ws z€Uf) BO, DB 8 
VCGCrOZV(p9o T nt 
H RIDO GO 不 可 能 越 坟 0 的 边界 而 离开 门 B(0,7). 
因为 VC 在 UNnNBC0,r) 上 上 是 有 界 的 , 故 必 有 使 x 属于 BOr) 
的 边界 ,定理 后 一 结论 得 证 . 另 一 方面 , 测 (2) ILC 的 原点 (g= 
OBI FE SUE E TEPCEUPD) B(O n>a. DAE BUREGE. 
例 9 仍 考虑 方程 
工人 (一 一 (att) 十 5rtt 一 rr 
但 与 例 7 不 同 ,现在 设 ad- 60. 对 某 一 n (2.0.24 nna OB. 
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X RV. 证 函 来 证 明 (4, 8) 的 零 解 是 不 稳定 的 : 
设 王 是 一 个 给 定 的 的 连续 可 微 国 数 ,我 们 选取 站 E38 UJ 


ve-isc-i[ FC—O0[xG-- 0 rt) dr (4.12) 
于 是 有 
Vir) = 


由 (4.8) 的 va 
Visal =V Gr) — -la thr -bGG-—r)—axG)aG 


三 名 一 i Fu) Frc) — z(Dldu — (4.13 


+ 有 FT 
-4f F(t—au)[zx(GD0—2xG) Edu 


十 | FOG) -zt birar) r} Jdu 
EV 完全 写成 :一 r 到 :的 积分 , 则 当 不 等 式 


A aa T5 0. 
Au - ST Fe =% o. 
FAY EB 


Asa ECC jFG»— STIL FEQ)EG0.6€ [0.7] 
都 成 立时 ,积分 是 [zz [za 一 zt 的 正定 二 
次 型 一 若 a 十 5 二 0, 划 我 们 可 以 确定 一 个 roa 5) I X £k n] A ETE 
ERR FO. 0<e<ro(a, 罗 使 得 这 些 不 等 式 都 成 立 一 存在 一 个 正 
常数 9 使 得 

V4 eG Eqrg (0) Voy EE? 
对 一 切 ec € mr. 若 记 

U= tec cec» EDC 0) — t0) 1140: 


则 .0 iE IEEE 4.2 的 假定 (1)(02) , 因 之 :车 和 二 0 nmn. 
252 


则 方程 (4. 8) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
注 4.1 车 a ,4 为 :的 函数 ,连续 且 有 界 , 当 :ER 时 僵 成 立 
a) T 5G) «9-0, WB Asie DR Sr. 
例 10 考虑 方程 
r =al NHA ar) (4.14) 
AK aGbOORHER SUCEBLGESEN FIT HH a 0790, 
[bGD lg 0a 1 RR BRI 


Vi -E0 Èp | OD (4.15) 


显然 ,由 VORRE 
Vg (0/4 
V 关于 (4.4) 的 全 导数 为 
Viw O =V 
一 [a DEA TéGWy (gr tío 


(4. 16) 
注音 到 (4.16) 是 别人 0) ,好 ( 一 rm) 的 正定 二 次 型 , 若 令 


v-igec. EO T D gao 


WAH 9 类 似 推 理 知 (4. 14) 零 解 是 不 稳定 的 ， 
F anA eLo bO | «qà8,H V. 9$ gg 


go) Q9 
Vip £092. | Dor. 


则 由 定理 4. 1-> (4. lO. ANKEREN. 
注 4.2 对 方程 
r= at OHE ar) (4. 17) 
ti up ELE BR (4. 15). f EA REB 6€ | 在 RR 中 是 有 界 时 (4. 17) 
E] 2E fJ ER XE D CARET ERE II LI. a0 s o0 fg. 
TERES SIRE gH V A A FDE 稳定 性 的 准则 ,但 不 再 
253 


详细 证 明 而 是 给 出 文献 (此 外 还 相应 给 出 生子 ), 
EE i3 设 w,v,wEKk 民 ,车 存在 VG,P) 满 足 
(DAY £z0,2€ C 有 
aA Dc V Gg xv CI gl? 
(DORY e220,9pC C. 3 r€ (0,7 ],AZ1 使 得 当 上 ELeye 十 ro) 
HM 
V G ,r, Coq) Z2 Av( | el) 
VG ,x,Co,g)YRVG rg PoE 
Vt a, Co, 0) 22V EE, rep ) a ELE to 二 ro 


时 有 
VG.r Gr qDGG,VG.rG 2) (4. 18) 
其 中 GR XR 一 RR 连续 GG.0)—0. 
DFE 
yO ya) (4. 19) 
的 零 解 是 一 致 稳定 的 ， 


则 方程 (4. 1) 的 零 解 一 臻 稳定 [11. 
作为 定理 4.3 的 推论 有 
定理 4.4 若 定理 4. 3 CPGE (FCD UE AR EE CO PE GL 18) 
改 为 下 式 . 略 去 条 件 (3) 
VG x, (Qo pos AQ)RQO Gaz (oq) (4.20) . 
则 <4. 1) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 
(4, 200 f AR h HEK. ARE 


[hodic [D Hi Ca 7 0) 


所 以 定理 4.4 结论 成 立 , 相 当 于 可 以 证 y GO — AGO H Cy COO EE 
解 是 一 致 稳定 的 ,这 一 点 留 作 练习 . 
定理 4.5 设 x*zE 兵 ,上 且 存 在 了 (网 满 足 
(DATY 60,09€ C 有 
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uC go DE VG o sv ol 
(DUY a220,9€ C 有 
ORAC ODESI? 
则 (4. 1) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 
类 似 的 判断 准则 在 大 量 的 .各 式 各 样 的 改进 工作 . 整体 推进 状 
. 况 湖 南大 学 有 一 份 很 完整 的 综合 介绍 . 我 们 要 说 明 两 点 ，: 
L.V 记 沙 的 存在 性 问题 由 H. H. Kpaconcxmti 有 效 地 解决 了 : 
也 正 是 因为 他 要 解决 VY 泛 陡 的 存在 性 而 引入 了 空间 C TENE 
射 概 念 . 
I.ÆFV 泛 函 求 导数 时 用 FDE 的 解 代 入 . 先 从 理论 上 给 出 使 
Hj V 泛 消 的 设想 与 可 能 性 . 毫 无 疑问 我 们 的 最 终 自 的 是 对 给 定 的 
FDE ,以 种 种 祥 式 去 具体 构造 出 FY 证 画 , 使 之 既 满 足 各 种 判断 准 
则 的 要 求 又 能 直接 应 用 FDE 自身 的 构造 . EARS RSV IRIS 
遍 构 道 方 法 还 没有 找到 , 星 然 我 们 知道 它 是 存在 的 . 
为 了 司 读 者 对 建 这 了 这 国有 更 老 的 直观 认识 ,我 们 再 举 一 些 
HT- 
例 11 Rab 为 正 数 ,再 考察 一 阶 方程 
z= azt) tbrr) (4. 21) 
其 中 a>b,r=const. >0. R V ZAA 


V= POA] Pdo 


其 中 eE TEA 
Va aor sral t pr G)— part Gr) 
— —(a— p tar rr p ar) 


= — fa — p) 7) rr 了] 


b 

2€a— y} 
b —ApK(a—Hu) iu 

ta xtG—r) 
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显然 当 取 o BER 


| b 
Vaso Gr — gO- pt ETT 
b? —a? 


2C, — 
十 22 z aer 


一 定理 4. SDR ROE wo) = E sE 
K, ÆA 4.5CLDHER L9 21) 零 解 是 一 致 稳定 的 . 

这 个 司 子 中 我 们 索性 把 00H x GMXLA C770 RI rer) 
代入 ,而且 引用 的 羯 类 准则 一 一 定理 也 不 出 于 如 述 的 诸 例 . 

例 12 考察 纯 基 方程 


2) ar) br G—1) 4 £592? 


1r? [一 二 zx 


i 


4 " lanQ 1 
| x Gr 0)d6- 7 x 2? 


ra zr H8] 
(1 


(4. 22) 
其 中 "TE: 为 正常 数 ， a-b, gt) 是 连续 函数 ， 当 rz Bj. rgir) 
L0,g(0)—0. 又 存在 M0, WE gis) « M. 
34 (4. 222 R&V. Pf IR S 


1 a i? 
v«-leco-2] eae 
再 取 闪 类 函数 
aGy ost, vG) em st st 
O=, HO»)-MV. 


l+ 
沿 方程 人 4. 22? 的 解 的 导数 为 
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Vam Ga G)z(0 HEE) 2 6—1) 
| COLLETES, 

STF OHP OGD Sara p ELEZO 

l agn af’ PP 
“一 全 (人 一 二 | udg 

4 à4-—i 
egee-)ba z*G— 1-640] 

2 2 -4 2 


BTW FOH OU D— o DAE E F 
是 E 

: , 
Yom Se $ret eae 


lua, 1l f TPE S 
TysG-1)ka Ln) e0a8] 
现在 取 nm m2 ie [oo 二 二) 时 ， 有 
r 'G—1l)«|g| :| ze 一斑 十 0)d0< 寺 18 


六 GI DÈT RR 
是 


isosif. at + Ddo > 1 z 19!* + a [g]* 


因此 有 
Vamp < EMG L ei — qaa + iig. 
*$ie'«o 


可 见 满足 定理 4.4 的 条 件 (2) 中 的 第 一 部 分 . 
M 20d E V GV Gp. ee M eL 
207 


ESI 
long) +f x* G-- 00 
4 2 4-1 


i agt sf str—l 
之 I 入 ?十 本 7s z 6048 


lug l af sy， 
FRAG 225 ate 了 十 人 CO 


1 


3 n" 
于 是 有 Vas Gas ECOL Lag [us (1-- 0d 8 


1+e 
+ 去 zt 二 a| ite hat) E aV Cz) 
之 满足 定理 4. 4 条 件 (2) 中 的 第 二 部 分 . 而 条 件 (1) 是 显然 成 立 的 
-—(4. 22) FRE ER. 


$5 Pasyuuxun 型 定理 


本 世纪 五 十 年 代 殉 网 开始 研究 FDE 稳定 性 理论 时 ,很 自然 地 
把 党 微分 方程 的 现成 方法 之 一 一 一 Janywos WEE HE SEE DOE — 
下 ;结果 发 现 只 对 极为 少量 的 FDE 有 效 , 这 种 结果 曾经 令 所 有 学 
着 火 失 所 望 . 六 十 年 代 Paaywstxa 在 没有 增加 对 FDE 限制 的 前 提 
下 ,指出 了 称 之 为 “Paaywrxna 条 件 ”" 的 附加 说 明 , 使 得 运用 常 微分 
方程 的 Hanyas 函数 法 来 研究 FDE 有 了 长 足 的 进展 ,但 是 这 种 VV 
函数 的 存在 性 始终 无 法 证 明 ,实际 上 ,到 现在 为 止 还 没有 人 给 出 证 
明 . 尽管 如 此 ,对 许多 常见 的 FDE 建立 Pasywnxun PE T BS V. R 
数 是 可 能 的 ,有 效 的 . 

上 述 历 史 发 展 过 程 可 以 用 一 系列 例子 予以 说 骨 ( 考 虚 简 单 的 
DDE, 自 的 为 说 清 问题 ). 


l. .Iarrygos 稳定 性 定理 的 形式 推广 


对 非 线性 RDDE,zERe ,FERs 
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IC) = für) rt — Dy Tt TY 


(5.1) 

相应 的 党 微分 方程 的 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 一 系列 定理 ,可 以 不 
加 变动 地 进行 推广 . 

定理 5.1 对 (5.1), 若 存在 正定 函数 Vz tutem sT.) CIE füj 


记 为 TGsz)) 它 关于 (5. 1) 的 全 导数 仍 定义 为 
Va. Le 之 Xa 


-2 之 X fir) szG 一 at))， e xr) (5.2) 


Att fair C. DjsERUR EGER. 

E Vs; 是 负 定 的 . 则 等 解 是 渐 近 稳定 的 . 

可 以 类 似 地 再 引入 deraes 不 稳定 定理 及 其 他 党 微分 方程 稳 
RETERT AERE PR. 

这 种 做 法 只 是 形式 上 的 推广 ,对 一 般 的 FEDE 的 效果 并 不 好 . 
如 

piis 对 方程 

Xt) =— r(Dzt(t—r) (5.32 


B VG = Ir , 则 
V atr) 一 一 rür(t-—rtiz656 
一 (5. DH THERE H. 


例 14 方程 
tl =ar D thbr) (5.4) 
取 VG lat RH 
Viso =ar thr rar} (5. 5) 


《5.5) 的 右边 第 二 项 的 正 贷 和 号 是 很 难 判断 的 ,即使 a<<0,56<<0 也 无 
法 肯定 Vs 是 否 满足 稳定 性 定理 条 件 二 0 或 二 0. 
259 


E 7. 3 
只 要 细心 分 析 一 下 便 会 发 现 , 按 党 微分 方程 给 出 的 定理 5. 1 
去 要 求 DDE 或 FDE 是 过 分 苛刻 的 ,因为 是 沿 著 解 来 判断 正 负 
号 的 ,所 以 如 图 7. 3 ÉpZR RER [x GO | 27 (6 — 0 | EE V so GL V 
« o) BB RT LER P dk E MA CBE G0O 200 1 zGO LI ixG-— 0|. 
则 ztt) 之 后 继 值 在 适当 小 的 邻 域内 允许 上 升 而 不 必要 下 安 0 或 下 
<0. 这 并 没有 对 方程 自身 增加 限制 关系 . 


X re n| lre] 时 下 委 0( 或 一 0) (5. 6) 
叫做 Paaywnxnu 3 f. (5. OTHE idR PEK 
当 PO ZG—DDSEPGrG Df Voc «05 (5. 7) 


或 者 对 gamyuos BS EE VG ORY. 
VE rE ara Eelere ltt Vok V«0) 
在 这 个 条 件 下 ,我们 重新 考察 傅 14 中 (5. 5) 式 的 右边 第 二 项 ， 
应 用 条 忻 (5.6), 对 (5. 5) 有 
Vas S-— aat (t)  |b|x*4) = b] — aoa? D. 
当 [5| —axzo Hf] V «zo (5. 4) 零 解 是 稳定 的 . 


2. Pasyuuxun 型 定理 


所 谓 Pasyrwnxa 型 定理 ,是 指 用 通常 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 (tt 
2Y RXR —R. 加 上 Pasywmnxns 条 件 以 得 到 与 常 微分 方程 平行 的 
种 种 稳定 性 与 不 稳定 性 准则 . 为 统一 起 见 , 设 下 沿 方程 - 
Tt) = ft) 《5. 8) 
导数 定义 为 
Vigo) = Tim I[VG her. +h) 


— V(t,qX0))] (5.9) 
HP zo,9 GJ RFDEGO G. 8 zf G. QUIAE COBAEILAD. 

定理 5.1 设 (5.8) 中 了 ,RXC—R" 把 RX(C "HUS ERDBRA 
R" PHARRR. uo € KewiR,-- R GOES TEE TEE IRI 
V RER rE RHS 


uCir|)z:VG,r)sz vGzp (5.10) 

V G,9€0)) x — wC[gco» p (5.11) 
(5. 11034 VOH X 00D XV G,9X00 8€ [ —r,0 ]BT RR 3r. , Bj (5. 8) 
的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 


证 可 用 类 似 于 常 微 分 方程 相应 定理 的 证 吉方 法 ,也 可 以 用 
下 述 方 法 证 之 :对 1ER,pEC 定义 


Vap = ge T 5, Pye 十 8,0X0)) (5.12) 
则 看 在 0.€ [—7.0 fit 8. 

V G.g) —V (t --0,.96,)) 
其 中 或 者 名 =0 或 者 8,0. 
(0 HALO UE V GH- 6,900) V GH8,9«4060). 0€ [8,0] 
故 对 充分 小 的 二 0 成 立 

V (4-5 uua piumVa.o 
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V —0,:4 0,—0 Ft, Bf C. 1) V «co 
此 外 ,对 EC R.9€ C. G. 13000 3E BT 
aC1g0 DszV Gg svClgl? 
由 上 一 节 定 理 4.1 (5. 089727 A — SEG. 
定理 5. 2 设 定理 5. 1 的 条 件 全 部 满足 , 且 设 当 : 半 0 时 ， 
wi 3673 一 个 连续 非 减 函数 p GOL s GLO [Ef C5. 11) 加 强 
为 
Væ, pO —wlgX0) [) (5. 13) 
当 V GE 0,9000 P(O G,$X0))). 9€ [—r,0]i8]. 
LUICBNALSE S T EE € pid: Fi: 

者 scot} u(s2—oo , ITE ERE e RUE 31 ES. 

证 Hpg-85.1—48—5R. 

设 3>>0, H0WIE .0)—u(HD. 事实 上 , 由 v(0)=0, 有 0 
Kulkul), 220. GE H fid O0 v0 —.uGDAXSr fij. 
若 当 scoff ul) oo, MIHE R 6 ME H di oD =u). 
BE re S ELULBH C. 8 2E IR 6 — SCELEE GE TEE BL 
全 局 吸引 的 , 记 初 始 时 肇 为 o. 

Ut v(D =u H) BERE 5.1 Bit uE- ele, Rl 

| [zo Pl EH, VO, rle paoa) 

对 Y or RA. 设 0<? 委 总 为 任 一 给 定 的 数 ,我 们 要 证 明 存在 
了 一 了 (390) 使 得 对 Y s2m0,1glzzó.(5. DITE rtp 0) 当 239 十 
了 十 r EDAD 

EACH MESE, 
者 我 们 能 证 明 当 eT AVG DGOsuOD. Exit 
得 证 . 99 7p f GER dp, x G) = rpe). 

由 (5s) 的 性 质 ,3 a0 fdifX] ug) sv). 成立 PGO—s 
>a 记 ARE uNa zr Oaeh ERA ER 
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nf 
veto ato CO T= NvoGD/r 


我 们 指出 对 Y (mo T.VOG xGOsutm. HÆ. teat 
(0€) /r 有 
VG,xGO s uGD +N ~ Da 
若 exuxeld(QQG)/nD. B soD--OL— Dac«V Gor. PX 
V rzo—rBVGxrGOsvGD,. Hn 
POVEO 2 VG xG)D d a Suh + Na 
六 vrl) VG t+ rua +I 
extx od v(G)/r, € [— r,0] 
E E EC. 13218. 
VGxGO0s—wGzrGDsz-—r, 
estat Qv (8) /r). 
因此 有 
VG ,r())zV(a,r(0)) —r( — a) 
s uvl) — rit — a),a «tt x; a Ht v(O)/r. 
Ei V 的 正定 性 ,565. 100 EBENE =r o -v OD 时 ,有 
V GyrQDSutp 40 - la 
但 由 条 件 (5. 130234 Vr) uD + AN Da R, V Gy rG» 
为 负 一 对 Y to 十 (v(t6/)r) 有 
Vr Su MHN -—10a 
SiR T,— jr. ;21.27.N. T,= 0, Faa 整数 天 
21. 在 区 间 T Stes 上 有 
u COD T CN — ka SVr Sup H N S k Da 


r= 


同 理 我 们 有 
Vara rT oT. 
AR to- Ti QIvQD/r 时 有 
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Vari «mV TT, ,,7(Q + 1,42))— r(— eT) 
« v(8) 一 ri 一 一 了 0x0 
因此 有 
Vliet Trtot TO) uGD- (N—A)a 
最 后 得 到 当 ft 尝 十 T, 时 ,有 
VE, S uGD + N — Da 
BEBE HON VG aD su GDAMN rmo-- Nv(GD /r 成 立 . 定理 证 
W, 
例 15 对 方程 
z(t) 一 一 altel) — DZ — ru) (5. 145 
EF rER. abir 都 是 RR 中 有 界 连续 函数 , 且 
bn | ea) Or x rut € R. | 
RV ERA V GO 2/2, 835 1200 L2 ix — n GOD EE V 
的 估计 
Vr) — — a(ta!QG) 一 bx( — r.G 
&— aG)x^Q) Ib) | xt | | zx G — r. GI 
x — ad) — Ib) | xi) x 0 
而 Ge c! /279V VRV GG r aR V GG «0, Br s 
理 5. 1-2» (5. 0 BS 3E E — ECCE ERGE DI. 
wit a (025670, REE &€ [0. D. R48 [5C cH, " 
(5. IDH E fj t de — SOBRE Eo P9. 
RLE HEHH o1. i V GO 2/2. Wi P GG 
Cr 一 rt 时 有 
Viru —(-—gkb)dx GG) 
HARISI q21 使 1 一 gk 之 0. 由 定理 5. 2-2» CO. 14) 零 解 是 
一 致 渐 近 稳定 的 . 
这 个 结果 可 推广 到 多 滞 量 的 情形 ,对 方程 
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zE) =— a(DxG) — Sb) — r,G» (5. 15) 


HRV 函数 为 x*/2, 类 似 地 可 以 证 明 (5.15) 零 解 是 一 致 浙 近 稳 
定 的 . 其 中 abor 是 有 界 连续 函数 ,并 有 要 求 对 Y 1ER 成 立 


alt) 2587» 0, D) |, CO | < ke, 


j-1 


OR 0zlr mr. 
例 16 考虑 一 阶 非 线性 方程 
zr) fur) 


fG,0)—0,0zr(D ur (5. 16) 
其 中 rC€R,r(ü)Et: 的 连续 函数 ,ji 3D IR, x R—R 连续 ,关于 "au 
BISAMSEH 


laft, x) ar] LLE K, Qr € R 
对 t 宕 2r, 我 们 可 以 把 方程 (5.16) 写 成 
THE = fG,rQGO) —[fG.rQG) 一 了 (zt 一 rtt)))] 


= fü,rQ)- f » ATO 0,60 — rr)) a 


XP VD -4 00,8] V—3,380]8 
V Gr = 2xtiM (QD) 


— af zt RTOC — r(f93)d8 


LOSE 十 221] daa — r0) d9 
1—vrirl 


€ 2G) f GG. rGD H 2LrG) | re) | Er slt Z9 2r 
E 9 之 1 是 固定 的 数 , 考 虑 所 有 满足 
TC f) A gr a 2r 
的 romBSSE 
CFDA F Lrg «— u 0. 
则 有 i 


Vau Goa [( EEEE prag) a) — ta^ (O 
R OER TER 及 p(s) 一 g's, 由 定理 5,2 过 (5.16) 零 解 是 一 
致 浙 近 稳定 的 ,并 且 是 金 局 吸引 的 . | 
拉 兹 密 辛 型 定理 近年 来 有 一 系列 推广 ,我 国 的 工作 也 不 少 , 这 
里 只 作 举 例 性 的 介绍 ,参看 [111]. 
定理 5.3 JE ÉCOLE TETE V Go uovc€K REFA 
条 件 
Delja P m VG. Kolla E Rpr ER 
(DY g€ C, 3; PO/ G.9€0000 V GH-8,900)4 8€ [—r, 
0 JE R, Sr. g 
Vaso PONDS- EFE, PAO D Fg GT G.o(0))). 
其 中 bp.g.GiR, >R, 4 50 Rf BG) GG)2-0.GC0) —0. 
x [ rodio, abo E 
lim f 7 
X F: Rax R,- R ERS, leo] 26 0B Ft, 
| gX0) DEPED. 9G 0) JE XE SE EC. 且 对 H 090.9720. 3 P 
—TOI,2)250 使 得 对 Y T0 Uf 


FT 
| p60 dt 2 H) 


则 (45.8) 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 ， 
OX ” 先 证 一 致 稳定 性 ,因为 
VG rG)) 人 
PV TA > VE aED tergai: 
由 (2) 及 上 式 得 出 
Vr eto Yeu, CE 
满足 上 一 节 定 理 4.4 条 件 二 零 解 一 致 稳定 . 
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RE 玖 汪 0, 由 一 臻 稳定 性 二 3 3>0, 合 得当 初始 函数 满足 


Ielxze ER [GO | — lerle oO [LH 


任意 给 定 C0 Hid Mou an GG) Bt a 满足 


us) 


inf 
Oca sse) [pG)—s]. ac 


设 正 整数 入 WEE 
ute)/2+ NS Datel H Saul Na 


iT ['axOdicooo f T o Br. B const. 21 HE B T 


时 有 | eGodss A Am mine (D) I 
现在 证 :了 T, T HS 
VT rT < uG0/2 + ON — Da (5.17) 
若 不 然 , 则 对 Y >T A 
V (Gt,x Q0) Ze u(e/2 + ON — Da > u(e)/2 
BXUECDO-CG zG DZuGO/2, 123 v 为 非 碱 函数 ==3 常数 8> 
0 fffálzXio|zé. 再 由 对 下 的 假定 ,有 FO, lr Daa). 
叉 由 上 述 有 
POVOAOD) >V Gra) -Fazzu(e)/2-- (N — lat+a 
= u(£)/2 + Na zx v(H) zE V(8,x(£)). 
t—rxtxt 
再 由 条 件 (2) 有 
VET +Ê, CP HD AVT, TY) 


十 了 +Ë 
一 f dt 十 M[ gdt 
+F 
<H) 一 | di, 8)dt +À 


+T 
< 29D — | $a. dt «o 
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这 与 了 >0 了 矛 屠 一 (5.17) 成 立 , 其 中 了 HRATT. 
FEER IT, 时 有 ` | 
VG rGDO«uG)/24-Q/ — a4 (5.18) 


2 
若 不 然 , 必 存在 hot >T, 使 得 
V (t "dt. = uie)/2 + (N 一 La (5. 19) 
V (G,,r(,)) = u(6)/2 + (N — 130a + 1 (5. 20) 


且 有 
V (t, ,x (12) zVG.,au X V (t, TCE) ft « f = f; 


(5. 21) 
Br C5. 18) (5. 2012 TE HH 
PVG rE 22 VG OD) T à Vr Ha 


=E y N= Da tb a "+Na 
> uH) ze VG,rD), 
ter KELA KAL 


再 由 条 件 (2) 得 | 
VG; 2 GV 0 0) -M[gcodtcu Go) - QN — Da 4A. 


这 与 (5. 200 P R9 (5. 18). 3T. 
现在 用 T. RET, 设 用 上 述 论 证 方法 = 存在 T;—T, +Ý fé 
得 £2 T, 时 有 
VOT) < ue + (N— Da 
同样 又 3 了 ,二 全 ;十 个 ,使 得 当 tT, 时 有 


VG. ze EN 28e 


继续 做 下 去 一 存在 Ta—Tuoa tT EGA DTI 


VG) < 2 La ule) 
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B PEOORIS LeGO LeTy). 
BUT Tw =T HNT =0+ fr tN HOH FORINT 与 a 无 
关 一 方程 (5. 8) 的 零 解 是 一 致 汤 近 稳定 的 ， 
推论 5.1 若 产 (一 Wi 人 0) 其 中 少 :有 :一 及 是 连续 的 ， 


对 和 任 给 的 870.3 个 = 全 (请 使 得 对 任 一 T>0 都 有 | od 
B.W.IR.-—RQLESEdEN 24 5290 E] W (0 220. 定理 的 其 他 条 件 不 
F>. DFAE — SOPHIE BUE P9. 
推论 .5.2 WR F.R.XR,XR,—R.N.Q,WiR,—R, EE 
ER MRA E FAR: 
(1) 定 理 5. 3 的 条 件 (17 成 立 ， 
D VG 8,4 END, rs USO B] 
VGPO xz FG,VOG,q0)0,NQG)) 
(3)34 V2-0 BE, F G,V VO —GOW (O2 ,这 里 函数 oco 
WOO 5.1 所 限定 . 
(4534 N,Zza270,171,2 时 有 
|FG,V.N)O— FGV.NDIS ORG IN, N} 
HP kao, NARAR AR — SOBIEEA GEN. 
推论 5. 3 兰 定 理 5, 3 中 关于 gye ORRIAN: 


[ sedem o ,其 他 条 件 保持 .或 者 把 推论 5.1、 推 论 5. 2 


中 关于 J(1) 的 条 件 改 为 | Vadim o. 其 他 条 件 保持 , 则 方程 (5 
8) 032 SEHE E fe xg 9. 
三 今 推论 的 证 明 均 与 定理 类 似 , 从 略 . 
0817 B rER FERRE 
r= ari HEN aeri ar,) (5.22) 
其 中 FIRXCuy—R YESEf/0,0) 0,0 r(O x rri EX O E 


连续 冰 数 ,a 为 正常 数 , 帮 外 了 了 还 满足 
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FIGUTAMIESZOIEAETOR E: 4 T 
RER VG) — 27,58 V 沿 方程 (5. 22) 解 的 导数 为 
V GrGD Loan 
= XrGYI—arG) + 5 xG-—rG»O + fx] 
{< art) 十 2|xK(nl[teQol|xe — radl 十 
$12.17 
35 VO G4-D SEN (G0, r LEL 时 有 
V GrG) sz — 2aV GGQO0 4 2 VV GG LIbB(QDO I H- $€0] NOD 
A FGG,QVGQ),.,NG)) 
之 满足 推论 5. 2009 X ER CAD. MEG, V, V) =— 2a |b) | 
JG ]V. 4 pO —a— |bX(O | -9CO ,车 (8) 满足 推论 5. 1 的 条 件 ， 
WF SS EHE 5.2] o. 
X3 N,,N29a20,0«VLH BÉ 
|F G,V, ND — FOV,N,)| 
« 2V [lba + ġo] I NH 
N? + N? 
& KGOLIBGO + $€0]IN, — NI. (a) = H$/at 


33 870 fii b) | HOKEY t€ R, R bt 

EL BC A $0] & a — BY! — àX0 = G) 
4 Kía) —8^!K (a). ER 

KT AD | + $00]IN, — N.| 


= 0T bo) | + OJIN — Na 


Ka IN, — Na] 
和 > 推论 5.2 的 条 件 (4) 满 足 . 而 推论 5.2 条 件 (1) 显 然 成 立 . 
(5.22) B E — Scr TR SER. 
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$6 自治 FDE WV Ei 


3X Ej 16 RFDE 
r) = f (6. 1) 

RP ACR 2ER, Br Bi. DHR HEE HIM it 
OARRA r, AR DAR PEE RU C38 (TE LaSalle . 
6] E HAS AECSOEEHRE DE ,使 稳 定 的 概念 更 为 广泛 - 

定义 6. 1 ÜAHMr'OopaixGG) RAG. DE TETIHEC 
=C{[—-r,0]. RO PÄ EEH. 

定义 6.2 者 3 FF u) aol notir (9. 9€ 
C WF 9 Erti o IA. rt pHo 极限 点 的 集合 
ArH o RRR , 记 之 为 ort). 

定义 6.3 it ACC: gc 4 时 对 YY EREE OEA, 
则 称 A 为 不 变 集 . 

933 6.1 EG. DREF r ORR WN r+ (GRO HB. 
ar (p ERFT CHE o ora. 

IAN VoESGVOXXT(OG. 1) 的 导数 简化 为 形式 


Venlo = lita LV GGQDO- V3] (6.2) 
h^ 


注意 此 时 初始 时 刻 恒 取 为 0. 

定义 6.4 XDC PERG EVIC—RIYEGÉSJBHIBEOC Ex, 
并 且 在 G 上 VY0, 则 称 PF 是 GG 上 的 V irs. 

it S5-—ipg€G.Vio-0).M 为 方程 (6.1) 在 S$S 中 的 最 大 不 
变 集 . 

定理 6. 1( 不 变性 原理 ) CPV AC LHV BA.no yE 
(6. DISR SOT BB TEC PI. NIS R} 

lim infi lr, Gp 9l ipe M os0 (6. 3) 
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3k C6. 32 ER Jg x, Gp — M ,t79 0o. 

wI hie >r Cg) 相对 紧 . 并 且 具 有 非 空 的 极限 集 
e(r* (». XN EG EVKA V GoGoOodERS EUR F PED r 
—ool p E CEARUMRE a, 由 于 Y EG ExXESE DU. ue ar^ GO TR 
A VGD —a, A i V2 — 0. 再 由 引 理 6. 15er (9)) 是 不 变 的 ， 
BE wrt 9))GM, 因 (DD) 一 wr+ (9)), 鼓 z.(9 一 MM. 证 些 ， 

-定理 6.2 EV RU,—(g€CiVGD-a) LAVER BTE 
在 常数 k= kO E e U, 时 就 有 |gx0) 1 HE. ?EU Me | 
too 时 有 x (9M. 

证 S 9cU,HÍIEU, E Vo, W £0 FF xn (p eU. d 
VEI £20 NA lre | b R cn GEPB YE BE ERE 6. leg 
Xe . | 

推论 6.1 设 人 :C=->R 连续 ,V (0) 二 0 X fEdEÀE BE SERE 
函数 xfr) 和 mr) , 当 六 ec 时 nr) 一 ct0) 一 0 舍得 

(Da ADD SV. 

(20V (G9) x; — wg) [». 

则 方程 46.1? 的 零 解 是 稳定 的 ,， 一声 解 有 界 ， &weoXER. 则 当 
—coH ARETE. 

证 根据 了 《多 连续 及 了 (0) 一 0, 对 Y £20,3 370. fffi lel 

< 时 VC 之 w(e). 家 由 (2), 当 1g|<<8 时 有 
uD VI) EV La | (6.4) 
出 (6. D Ir | «em. 1) 堆 解 是 稳定 的 . zu 

Big 一 cc 时 uG)7m oo pf V C6. 1) 的 所 有 解 均 为 有 界 .车 
wo GOES MEM 6. 2 的 条 件 满 足 , 溃 实 上 ,对 任何 a>0, 当 pE 
U, & EH O48 u KODAK Cp a . EE Hl a 的 非 减 性 地 Ij £75. 
fr f 10D | e Bt Hl GEB 6. 2-93 19H] n G9 M. 

MAR S-4g€ Ü V (930), 24 V(py0 Bf. d PECOSR 
eCe(01)Z —VGoc0 gti. 
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SC (pe U, 9x0) 0) , 1{0} 
BK 9€ U, B] n, GD 7-0.t7m00. TH 42-0 BO E XE FE XT V gEC 结论 
成 立 ， 

定理 6. 3( 不 稳定 性 ) ” 设 开 集 CSEC 含有 CC 中 的 零 元 ,N 是 
零 元 的 一 个 贫 域 , 设 

(DV I$ G—N[)U Efj— V i5 i8. 

(2)MNG 或 为 空 集 或 为 单 点 集 {0}. 

(3)34 pEG, go H, VQ. 

(4)VC(0) =7 È V(g) =p, 4 ee GNN Bf. 

E NSN 是 C 的 零 元 的 一 个 有 界 邻 域 , 则 对 任何 非 零 元 索 9 
EC 站 No 总 存在 一 个 时 刻 n LG € aN,. 

证 若 ? 为 G 人 Nu 中 的 非 零 元 素 , 则 当 r0 H no) BUE 
MNG MA V GOV Gp 7. 著 对 所 有 的 00 898 un € 
NNG Bj o RER er EDEN NG E wtrt (gp)) 的 不 变性 及 
条 件 (2) 一 ar 六 (站 ) 一 10), 另 一 方面 ,由 条 件 (4)= 一 7 人 0) 一 ?=> 巴 
Bi. SEE ELO. REAN NAG. T dm A IF CO BD 
r.OD € aN,. WEE. 

$18. 讨论 纯 量 方程 


2D 一 一 | acc Ogica-- 048 r0 (6. 5) 
KP aco RE SUL o.£] ERIE RER, BE a G0 —0.a Gf — 
UrxESk S: ft Ha GO sco a0) 220,25 |z [ooit G a [Gods 
事实 二 ,(6.1) 右 端 算 子 取 
F= -p aC Dg GUD 40 
Wi ce. 1 化 为 (6. 50 (6. 50 E E TE t (C496 ,可 写成 


GD)= 一 | aeg Goods (6. 6) 
(6. 6) 了 两边 求 导 一 一 (6. 6) 的 解 满足 

TOHA D= || ace Giu (6.0) 
或 


xit) at gira) -a| gGQ--0) M6 
, ; T (6. 8) 
+f TEREE 


MERV 2 808 
V=- aol gds Pa, 
jy v. ETEO. 5}) 解 的 导数 为 
Jea( 风 一 了 GD)[| geao 


3] sc otf eads Fda 
击 关 于 a 的 假定 之 全 (内 委 0,， 再 由 推论 6. 1 之 56.5)? 的 一 切 解 有 
Rm. . 
REMEM 6. 1 来 考察 方程 (6. 50. 对 YsE[oir], 设 
HG =f ETSI (6.9) 


则 定理 6. 1 中 的 集合 S 可 定 兴 为 
S-—(g€ C14 a)30 EFE Q9) 9,35 a(00 BE HOD — 
01. 
由 方程 (6. $09 75r $266. DE S 中 的 最 大 不 变 集 M. PERLE 
MCz[r€ Cir 为 方程 + 十 at0)g GO —0 BB ARM LIB M air) 
0 时 H(t} =0,B a(ssE0 BJ FH. Gr 0 —0.£€ RI 
d$paGOozhO.x MEJOR cda(GD0gGo-0dÉ Rd gBX : 
274 


ER H.()-—0,lll] z) —rG—r7)-rG)-—*t 4 CORR r h 
期 函数 ), 叉 由 工 的 有 界 性 过 对 所 有 的 + 均 有 .+(z) 二 z(t 一 r), 车 存 
f£ — s aG) MGI S ss 的 区 间 地 ,使 得 sE Ej aC 
0, 若 满足 方程 + 二 at02g (x) 二 0 是 有 界 的 . FHER sE 
H, Cr) — 0, Wir V sE ,X(t) 是 以 ， 为 周期 的 周期 函数 ,再 由 zx 
的 有 界 性 一 > 为 常数 . 

若 M 只 含 零 解 , 则 $4、8 5 的 所 有 定理 对 自治 系统 (6.1) 都 
适用 . 特别 地 , 当 (6. 1) 为 线性 系统 

rG-—LG) (6. 10) 

时 ,如 何 建 立 V 泛 函 ,除了 834 的 J.Hale 的 公开 问题 以 外 ,实际 上 
还 没有 什么 突破 性 的 工作 , 换 句 话说 对 (6, 10) 急 待 解决 的 癌 题 是 ， 

(1 对 给 定 的 线性 自治 系统 (6. 1) ,如 何 建立 V 活 函 以 判断 它 
的 零 解 的 稳定 性 一 一 Y 的 构 洁 法 ? 

《2 如 何 应 用 泛 函 去 判断 稳定 区 与 估计 时 浠 界限 ? 例如 [4] 
[237 ]. 

XT OV 泛 函 的 存在 性 ,普遍 的 非 线性 系统 零 解 一 致 斯 近 稳 定 
性 情形 的 Massera 定理 ,已 由 H. H. Kpacoscknüá 推广 至 RFDE 
(站 ,对 线性 自治 方程 (6. 10) 我 们 有 RDDE 的 一 些 结 结果 . 对 方程 


zO —ASa d Va, G—r,) (6. 11) 
其 中 44 sx 党 数 阵 ， j=0, f ee， és. n, — const, 220, j— 0, 


定理 6.4 车 (6.11}) 的 特征 上 方程 


nm 


hA det lA — A,— 25 Ag | 0 (6. 12) 
的 任意 两 个 根 丸 , 但 成 立 十 为 关 0, 则 对 任意 给 定 的 实 对 称 阵 
Wo R, ViICQ—rn 0] ROR" r= DEAH 
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1 je 


VGag OTOP (0) > | Fo A Ode 


pi 


-2 > | y waf F (r,A-8—r, —u) AgX8)d0du 


(6.13) 
同 前 文 所 设 “' "表示 折 转 向 量 或 阵 , 了 是 xm 对 称 阵 ,F EC(R， 
R" x"),V (9) 沿 (6. 11) 解 的 导数 为 
V apo Cr) = —x! GYWaG) (6. 142 
这 个 定理 完整 地 把 常 微分 方程 的 Tanyuoe 定理 推广 到 RDDE 
(6. 1D E3k. 
定理 6.5 对 (6.11), 着 其 特征 方程 (6. 12) 的 全 部 根 位 于 左 
半 平 面 二 二 Re 过 0, 则 WW 正 定 坟 了 T 正定, 并 且 存 在 wnECU， 
RLo,v C COR, ,RLO.u(0,a) —v(0) —0. u(s.a) Ovts) >0,Bs 
2 0.a7-0.u(s,a).vGO XT s MIRJE ou (a.a) 00.a— 0. 了 ,一 
(Gs.aJi0ss«a« ool. ftf 
uC pO | a «Vip xvtClel.o€ pp EC, pl Sa} 
(6.15) 
要 证 定理 6.4 及 6.5 要 用 到 的 记号 和 引 理 如 下 ,给 定 (6. 1D 
i 
HQ) 2AI— 24 Aet 
A= (à; ;ReA,270,det H (4,) —0) 
G A, W) —H' (O WHA) !, W 8g nxa 对 称 阵 ， 
det HAD AO 
GG W ,5) — Res (GO, W Jet ,AD-FRes(G' (A,WOe-" A 
HU RIRH R,“ — "ont. ResC - 07g Si Er. 
引 理 6.2 i deu O — 0, sC RI 
GOORes£GCA, W e" ADEF s EAA., H. 
276 


£ Res (GC We" A) — Res GGG, WOe" à. 
(GOResCGGO,.WOe* A1) = Res (G, We”, Ao). 
(30 [Res (G(A,WOe*,A,]' —-ResCG' (A, W Je”, Àa). 
车 det (H 6 — 4,0360, WS 


«0260, WD) 24A/ CG,.W ,5—r) 
—Res(WH (A) e7”, A) 


DRM Ward H 2460s W «rA, 

— —Res(W H (A)! à) — Bes GT GO TW A) 

证 LOGOS BI h Eri. HEN C: Ami | A20, f 
detH (A)5£0,0« |À— A, Ih de H C—à)550,0«z | À—A, | C A T B 
数 的 定义 有 


21A Feu (A, Warp t 2460, Worp A; 


=+} HAS )GGQG,W) 


271i J« 


--G(, 2193 V DUUM 193 A' 0G! (QW) 


įm 


TG' (AQW)( 37 


J 三 0 


-一 让 | [wz 2 / e *)GOG W -GGW) 
: (A M Ag" nud [C7 AI— MA, eG QW) 


er: 了 一 日 


+G' (à. DOT 一 SA Maa 


pen 


— li. Maii. 1l. r 1 
Lf wan didi] H'A) 'Wda 
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d wHC-27di- 3| H' (07 Wad (6. 16) 
C 2T: ct 


d C f£iE-detH(o—a3) —detH' C7AXE0,A€ C 及 内 部 , 故 
由 Cauchy ER> (6. 16) 第 一 .四 个 和 分 等 于 029 COLS EODD 
一 (4? 可 类 似 十 明 ， 

注意 到 det H 00 — 0 TR 473 3E S SURIL A EUER 

推论 6.2 车 对 Y AQCOA REGE detH C20 250, BW 


(DG) 2/60, Ws) 关于 s nxn ZET 14 2:1 


P (:)-—0(—3) 
TPO DA Gr = DI ResQWH OY e^) 
ds j—n AEA 


(2:0) — UAW, OH n XE 实 对 称 阵 . 


(3) 22 Aj9' (03-22 62A, | 
= ~ 24 [Res (WH (A)! sà) HRes(H' (DW A) j. 
引 理 6.3 d detH (iy)Æ0, y€ R, Wi 
Vl)=a| "ca WyedaseR 
为 4 Xna AAEE, HAE O =s), FEE (0)= 
到 (0) 为 对 称 阵 . 
证 ”由 上 述 积分 的 绝对 收 僵 性 期 可 推 得 更 5 关于 的 连续 


性 , 引 理 的 其 余 结 论 本 由 和 亚 (s) 揭 定义 直接 推出 ， 
引 理 6.4 设 detH(iy) 关 0,yER, 则 积分 


I | Aga Wiese R 
XT :dEÍE—RA s-—omEIB F—3cmsx. 


由 引 理 6. 4 可 得 
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推论 6. 3 di det G40 7:0, y € R,Ill| V GO T. s YE sz—0 Ab 
连续 可 微 , 且 成 立 
posz Gaw edat (=s), s=0 
(6.17) 


PO 24A' AG-r)— — 24 Res (WHD A) 
z 


EV. (6. 18) 
lim Eis), lim Pio REFERAR. 


二 xo 


证 区 Cs) 的 连续 性, 由 (6. 172 5 8| 28. 6. 4 推出 , X. Hg Jordon 
g| 8-925 s0 时 


二 | WHA e^" dà — Y'Res(QWH (71e7* ,4) 


m 
2mi iE 


故 有 
Po DA Fir; = AG(, W )e*4d4A 


ELI! 


-| QM. er GU Wer dh 


zx. H' (0)G(A,WDe"dA 


— zi 


xj. WH(— A le*dÀ 


EEr 


^ 2mi 


i; WH(—4) 'e^*dA 


一 一 X Res (WH (2) !e7* sA >À. 


故 (6. 18) 成 立 . 注意 到 VGYR Res (WH Q7 67 A36 s 是 
连续 的 ,在 (6. 18) 中 令 s-=01( 及 07 ) 即 得 
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limv (s) = »n Cn). 2. Res HQ)! på) 


st 


Hire) lim (— = Liimo) 


Rubus 

引 理 6.5 Æ Ca AER: lA =R, Re, C 表示 积分 沿 正 
向 进行 , 则 有 
lim |. HO) -da lim [m QD) dà-inL.. (6.19) 


EK— + ra 


其 中 n 阶 单位 阵 . 
证 Eig HG HGOOPtEBERMS AAO =A. 
hay A) =h te p een eA). Ej (6.20) 
是 e "SANIEGUERXXT AK R2. XT eli n— 
1 ,而 


| 


ha (=l yap e, se” PR 1,2. tn 
(6.21) 


detH (A) —- 1 4- Y ae Qe t€) (6. 22) 
其 中 aj? (675, o7) aj C7 ue 7) SAEC eg «E 
A BIKE a. 
对 4 作 变 量 代 换 A— Re". RITA 
N B exc. FÉ (QD /detH (O0dA 


Chi CRe*) ),,. d 


[7 
Ja 
l Re'h, (Re) | 
. E. Hu -一 
其 中 心 (Re —u ges 注意 当 T LIK, R> Om 
e Up E BN. jl m H C. 20)56.21)16- 22224 8€ 
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L—5 eg 8I ok 
Re", (Re? uh 
dec cRory |0. R= Hoo. ij 


" TIN Re"h, (Re*) E EN 
[RA Re l= RA | 1. R>+ co, (6.23) 


由 Lebesque f Hiit S sp => 


|55 CRe*) | — | 


lim E . lim $ . 
EK -| Gdà-i i] |^; (ge^) ) xatd = inl 
阿 理 可 得 


lim - . 
ats] G0 "I dà —inI,,, 


nh 


推论 6.4 i4 detH Gy) 0, y€ R, Pis HSI 6. 3 记 定 义 ， 
Wii 


2j LA' V DHEA] 


—- 


= -W+ Š [Res (QW H (27', A) -Res( H' 007 W.,,1 


(6. 24) 
证 EER Y G p= rA Cauchy 定理 及 引 理 6.5 
即 得 


: ' r . à. l Pr < A! 一 à 
Dra Y HEA J= zaj $a GOLD 


工作” V Aes 
*gul cow Dy Ad 


T= 


1 . bat T 
7glint] "tc- ar 24 À ye GA) 


ju 


十 CH S Aen y lA 


pe 


281 


=- "WEHG)? 一 二 | 一 H' (N Wadà 


|. lim apno l y ; a 
T ag W pagola HQ) dà zx; m. "d QD AW 


+ > [Res (WHA), AD Res HQ) W ,Nh)] 


ij€ 4 


=—W + J [Res KH Q)7 A) --ResCH' (A) W ,À2] 


3 
现在 给 出 定理 6.4.6.5 的 证 明 ， 

证 定理 6. 4. 在 定理 6.4 BREZ F. BH detH Gy) £0, yE 
R,detH ( —4,35£0.A, € A. 今 设 作为 任意 给 定 的 mxmr 实 对 称 阵 . 
在 (6.12) 中 令 

T-9(0--B(QD), — FG)— YG)H d) 
其 中 
vog camen 
2T J Li 
GG,.WO—-H' (V OWH A?’ 
9G) 24 CRes (G AWe" à) 


十 ResdeG CA,WOe *,4,2] 

由 推论 6.2.5[B8 6.3 及 推论 6.32 T Non X n 实 对 称 阵 ,下 (s) 
为 xXn LAERE. B FGOTE :天 0 处 连续 ,而 在 s=0 处 为 第 - -类 
间断 点 . 故 对 56. 120 BL EE — RE x; 用 部 分 积分 法 可 得 


VG =r OAT AA F GOd- SJ FGOA, 


pd jl 


MTAQaO) 22 OTF ON S Aag (—r,) 
i=l 


" S Pena] CRo +O F' (—r,—8»Y]A, 2. (Bd 


f=] 7 一 | 
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—z'.(0) V | [2F (rt) — 24; F C40) 


ræ} 


— 3A;FG,4-8—r)— Y AGE (—r,—64-7]A x (D d8 
j= 


(6.25) 
由 了 ,Fs) 的 定义 及 推论 6.2 的 (1) , (3), Eib 6. 3, 推论 6.4 得 


1 = t ` 
A T+ AP (r)4- DIF ODA, HTA, 


DALE OHEA J+ 2a DeD+HO 4 ] 


-u 


ta 


——uW (6. 26) 
T—F(0»0—0 (6. 27) 
Fr tD F' C—r, 3-0 FG, 0) — Fr, tE 

—r,S 0, 1.2 (m (6. 28) 


2F r0 —2A' F8) — 24 A' G4 8—r) 
了 一 山 


— 24A',F! (—r,—6-r) 
—2[VGH-40— 21A SVG, 6— 7) +O) 
— du A d Hir) 0, — r, 00. 1,2 m 
(6. 29) 
h (6. 25) (6. 29)-9 
V(r)- —r'(0Wr0)-zr GWszG). 
定理 6.4 证 毕 . 
现在 证 定理 6.5. 在 定理 假定 之 下 ,A 二 g, H daH G30550,y 
EER. 区 此 时 在 (6. 12) 中 
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十 了 
r-vo-zb[ HO WH nda 
n 
FO = H' -WHC dà 


车 W 正定 , 则 存在 xXn 可 逆 实 阵 了 ;使 护 =P'P, 从 而 对 任意 的 
r€ R',r34:0]W 


Tw 
r' rx-i| r'H'Gy) P'PHG—Ry) undy 


Tie 


= 了 为 正定 阵 ,定理 6. 5 第 一 个 结论 成 立 . 
因为 积分 YO)=z;| 全 Gy)! P' PH(Q— iy) edy gà tE 
意 的 sE 民 绝对 收效 , 故 对 Y ee cro]. RO. Bi. 120 pzd 


积分 次 序 并 详尽 推导 后 ,定义 苛 数 Ga Rv GO EIE CO. 10 
[11]. 


$7 解 的 有 界 性 定理 


对 REDE( 
T= ft) (7. 15 

Hh FiREXCoR' 连续 . iF VR, XC 一 尺 ,连续 , 它 涪 (7. DRR 
FH Voot im s10. 85x XE X. 

EM 7.1 PER EE uR, R, E PE V SECURUS Bu (OO 一 
0. 34 s—eO cel] cu mm oc DO PR GO YR BRER EE. SUL uc K. 

定理 7.1 后 他 在 省 范 耻 RRRS EWAN U., 满足 条 
件 

(13V G,gov(iel.r€ R oec. 

2)981]rxGoi Hi pero i e f ahd 
zad 


GA JarO LU BV uus Gor f. 
则 方程 (7. 1) 的 解 一 至 有 界 ， 

证 Ea p=0t, RER VO p=. p= uU E]n) 
SWAK OO EE E E=. DHR RAA A. 实际 上 此 时 对 Y z 
C R.V e& Cur(a.qD(t) 9X0) zoo, RR RAR. 

其 次 ,我 们 证 明 此 时 (7, 10 BL AS DE Te 3E SUI ER D n GO 4A 
23 3€ — XI Co TO ETT SER AE. BI SPHERE AS SEDE XE 0D 
在 [o,Tj 上 无 界 , EE EE VG L8 LEGO LU 时 才能 增加 ; 且 
在 长 度 为 r 的 区 闻 上 最 志 增 加 pr. PEKE b] Elro 2U, 
则 玉民 zx) 最 省 威 少 oz 二) 一 zt 特别 地 E riol h U BE 
U t RR 05, J| V G0 E IPSE RD eR. E XE EI BILo TO 
KV SENICD—oB-—4 REV lard HTD R x) 
在 La,T》 上 为 无 界 的 假设 不 合 , 故 0a EMA, 3-90). 


现在 可 证 一 致 有 界 性 . 设 Ri 一 所 ,给 定 Rei. ROGA e Go. 
Q-H oz0.1g| « R--U.| ELSE UE 
jr j= rte CO | R4-U J-[v(R HU + Br ]/ e 
显然 ， 或 者 当 ta 时 VG, x)-vGUEUO E Bres :起 者 存在 * 使 
VG n m5 Rire <U, RARES E GO [SU 时 VV ARER . 
在 划一 r 4] VU., ORERE BE Pr. HVG NYS 
U (Ix, D f£xE r Eln rna BE UGG ) hv RU). 从 而 
HxGCOImRMTU.3: MORE leol Mra DR U 
AER IxGOI—U.BUV 至 少 减少 了 RTE 
VO CV Q7 nr) 一 KR 十 BT un) 
XX 5$ VG a, ) 为 Le.r ERRAK fÉUT JB. 
P FU SS e| LRAEU Arce BEV Gor EB EIE 
Bla-5ifliriuizeU.Nb rela.b d fi oY nos hrid 


— qüb) c9 i5r(ag)—rQD bus, IN Wi FATA, RRUd UON 


BS 


(C7. 了) 的 解 一 致 有 界 , IEE. 

定理 7.2 设 定 理 7. 1 条 件 成 立 , 且 存在 常数 C>0, 使 得 当 
Lx [ZU ib VGiz2s —C. W Zr £2 C7. ORRE- RRRA R 
e. 

证 法 类 似 , 从 略 . 

i$ noA >R AER JERA. 234 50 B] ul 7 0.v GO 
0, H 35 "一 co 时 u (07060. 

定理 ?7.3 知 存 在 土 述 函数 wz 满足 

《1 对 YW 2220 及 gEC, 有 

uC|gX0) D xcV G,gysvCl e) 

(2) 对 YW oz20 及 9€ C. FE r,€ CO or] E AZ. GE REA i [0,6 
HOEG r, p awp V ar ph EV Erag). 
LEL 时 有 

V Gino. OsGG.VG.rG.m 的] 
X € G=R, XR, —R jE. 
《3) 方 程 
yG -GG.yG» 《7. 2) 
的 逢 一 致 育 异 . 则 方程 (7. 1) 的 解 是 一 致 有 界 的 . 

ub ”所 方程 67. 2 过 (yw 最 大 右 行 解 为 yt) 又 把 rop) 
与 ra AOA A anis G2. R 

对 Y H0. HR yU CH RKF 5$ 3 HAAS || — 
H 时 有 

和 
Hr RO. 28 B] — SUR FE TE f£ iE M, >0 使 得 vox 
M. 再 取 M>o0 fË (M — M, ,于 是 有 
aC rG) DeVry EM, Su M) ,to 
从 而 Lr | EM. rz. WERE. 
RAK A H: R, R GE, H Voo at HOO. 
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Ti Hue 


| Aldi eo, E HOS 
于 是 对 Y 70,3 M>0, t4 


Poa 
则 可 以 证 明 方程 
yO —AGHHG QD) 
的 解 一 HAN, 事实 上 ， xj v a0 及 初始 :E R22 C yo) » yo 0, 设 
y= yt ya) ;于 是 当 No S 时 有 


Y dV u r u =a — M dV 
Yo aos] Ace [ hd | grs >y eM. 


推论 ?7.1 若 满 足 定 理 7?. 1 中 的 条 件 (1 OWD ， 其 中 (2 中 的 
GEV rio 二 GH OV Ganl AOD, MAET. 1} 的 解 一 
RAR. 

推论 7.2 若 定 理 7.1 的 条 件 (1) 成 立 , 且 对 Y o0 及 Y e€c 


M qv 
-| HOC) 


有 
AREACODE ts 
则 57. 108388 — SCR FF. 
推论 7.3 EG EIESUNÉE VIR X RR, 满足 下 列 条 件 : 
(DutixzzVüo.xosvCGrbD.z0.ccR. 
CA2X)NTIV azz0 RV e€ C. 25 Vrlo aN EV CE ro, p) 
C) araia 时 有 
V (Ga D GO SAGMH Gr. 1». 
则 方程 67. DESEE — SCR R. 
Wau., v, wiRQ,^R.IMEEEJESNE 224 SO BEou072 0,2790. 
wish 2-0, 34 sooo i205, 
定义 7.2 WPGdg»HR.XCu EXSEIEIBITIS g oL SERI 
I VIROXCu--R,—10). dr 
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inf 
aeva esca p Vap] >o 


XIV bLal0 RA MPR P ATEA V ERIP). 
定理 7.4 车 3 上 述 诸 函数 RETOUR 满足 
(1) 对 Y £20 REV PEC 有 
u Cl qx 0) DxzV G pszotlH gl) 
(208 V 0220 BY g€ C.3 r € rikal EE Eloo 
HDA VU le Mwd eB 
Vinto gE0. X tatr, A PU ra phV, 
rn ht roe t A Gng asw larla p El. 
DP DSQ R XCa4 上 有 上 界 或 者 有 下 界 ， 
HFE. 1 的 解 一 致 最 终 有 界 . 
定理 7,5 设 存 在 定理 7.4 中 的 wuym HOLD FARXC 
>R ERX C BPPÉS CT SOB RE BUG URL TEE VIRXCo 
R 满足 
“GADEK Ggysv(I ol) 
V ao G px «go 
WC. DTS8E—SCB HF. 
WEE, H 5>o 时 ,at) 一 coa20 是 任意 给 定 的 常数 , 取 GB 
0 使 得 ze) 一 pa) WA, E lol Sarl paeo eE epg 
PE WXY 0o 成 立 
{rio pt |p 
Rp — £8 A TERM. 
以 土 两 个 定理 说 明 FDE ERU A AALA V 函数 法 
(SE V ZEAE H. 实际 上 ,完全 可 以 把 R. Bellman 关于 常 微 
分 方程 的 不 等 式 估计 方法 用 于 FDE. fiim] -5r7; 5 
TF re HES rrit {7, 3) 
Kg aO. bGD. ER. Os rGO Sir = 二 const. 其 线性 近似 方程 
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是 带 徽 分 方程 
了 -村 人 人 gt (7, 42 
517.1 (7. YR BETTE n GO on CORE 


40) rlt)! 


pl 


=] 0.3) 


aa) gut) 
BLZ CB an Gon GR (GL ADIPE PSP RECTO BERE LECT 3E 
Co 9) 8 EUER 

rea 9) Cor tC o [ [34 Gar, G2) — ols Yr G2] 


s [Pimba f GrG—7G2)) ]ds (7. 8) 
证 FEE. B Go —1onG)—90 2,0, 2,(-—1 3E BB 
f Hoan GO ,7T20D 满 是 (7.5). 反 之 , 取 这 两 全 解 n GO on CO HEURE 
变易 公式 立即 导出 《7.6)， 
定理 ?.6 ELAI: 
(3r E OC. 089 UICE X. 


c IG) idt«zoc. 
DPO G D. 28 z0 BF FGOIE E B. 


2E JO 
MC. 3) 的 一 切 解 有 界 . 

证 XIV 2€ R.g€ C. REDE 7. 1 HH CT. DIETER RS 
OLER CGC: ERE. 

id M-max[ ^ triel, 
C=C, HC; 
则 当 aotr E 


etn oar | obf DD dt. 


[zt — r1) ICM 2)Pc2M T BC) |f GrG — rs) ds 


«CM --2 2M | EDF G— r9) Yds 
(7. 7) 
再 记 A—-CM--2M5,B—2M',gB GYR 
fra rit) | «fa BÉ lbid | FX|x€s—rG22 Dd) 
由 此 得 
BJE |F [rara <B Ibe) | 
FA+B| l62 1 fC| xs — ri) ds) 


， * ds 
id PO) 一 Fay Avo 则 上 式 为 


SC B[ Iber eG) I BIbco L. 
EADE oB reno 

BA+B| 120) [fæi — 0| xasy«[ n IbG) |ds 

A+B] 8s) [fOr 06» dsan F'Bi ds) 
注意 到 M B) RE SUR (7.7) 24 1280 b c 时 

trito re) | zd CBM) 

定理 证 毕 . 

上 述 和 例子 既 说 阴 由 线性 部 分 控制 非 线 性 部 分 的 Beliman 方 
法 ,入 表现 出 用 和 常 微 分 方程 控制 时 灌 系 统 的 例子 . 所 论 性 态 是 有 界 


tE. 
对 于 生态 时 于 系统 ,正解 非 0 如 上 有 界 ,构成 生态 系统 持久 性 


的 全 部 含 义 .不仅 如 此 ,在 诸多 应 用 领域 中 有 界 性 及 这 种 界 的 信 
计 蚌 至 关 重 要 的 . 
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$8 非 算 子 型 NFDE 的 稳定 性 


LJ iE: 
ZY f rG.uxG—r0D (8. 15 


HORDEO iar | AQOGGGED Yd) 


(8. 2) 
记 Cu pE C: jp «HH. 0-cexzrGDo ir. A A nX n XESERREE. 
Gig—RQfIRQX R"XRRIQARQXC4XR'X R'-R' 都 是 连 
续 的 . H F(z,0,0) 0, /G,0,0,0) 2 0. 它们 都 满足 局 部 Lipschitz - 
杀 件 ,分 别 为 
[Ft OD Tt Fy yG.oyG—rG)| 
LE lre y+ IxG—:00)0— y(G—r2)| (8.3) 


FG x, xir) :| 4 G 8) GGQc3-6))d0) 


— fas. sari». | Aa 6i 0040 (8.4) 


Lr yi Tr yr 
HLI AGA la p[rG4- y+ a 


其 中 azodE.DLI LL, 是 常数 或 正 值 连续 不 减 函 数 ， 
L(0)—066-—1.2,3»2 HX V pm>0, 当 pe0 时 


LC AC, D Jalot pd ] -Lf AG ,0) [apd |-«0 


XIrz0 一 致 成 立 ， 
设 (8.1) 或 (8.2) 的 初始 函数 YE Cu. 当 8€ [ —r7,0]. gio sx E 
连续 ,或 者 至 多 有 有 限 个 第 一 关 辣 晰 点 . 
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*Xsli1 称 (8.17( 或 (8. 2)) 的 零 解 为 稳定 的 , 若 对 ¥ 60. 
0220.3 ó—6(o e) ;使 对 ¥ ee C.M elo e. pl c ó(o eH, 
rugp) | < 

# LEs 与 无 关 , 则 称 (8. 1)5 或 (8.2)) 的 零 解 是 一 致 稳定 
的 . 

PFE. 1) (或 8.2)) 的 零 解 稳定 , 且 对 Y eER ,3 6602 


0, dis [eX Lec G2 190 | 8000€ [—r 08 E29 eto, 
g9)-—0.9l fr C. 1)( 或 8.2)) 的 零 解 渐 近 稳定 . 
注意 现在 定 浆 中 增加 了 1?# < 人 这 一 限制 . 当 耻 是 线性 自治 的 
捕 形 在 $2 中 已 述 及 .了 为 非 线 性 时 , 仍 可 用 Tan eon 方法 .对 连 
ERR V: Ri XR =R. 导数 为 
Ventego) CÈ Vaneg) 
— [im [V EHA rth t9) — V Ge] (8. 5) 


b--h 


我 们 对 (8. 2 给 出 两 个 稳定 性 准则 (0C8. DE (GB. 20 B] REG 
形 ). 设 3 EZA IARE UBER R, R DSO RG s 便当 Z 


s LG)- LG) tq | AC 0) (azd Dy LZ GP). 


TESI SEGUE VIROXR''-R RH uvi 
E 
Cle rEVY ro ir|). 
(DIT eT >a 及 任意 的 连续 还 数 :及 一 中 SA VG.orGD 
e NGA. lro I E E[ua (QN GRE T —rxs sr 成 立时 有 
Va sGoarG UO SFEG.VGOAN GO), 
EPEK OSW OO eGON IW GO EE. H0 IF WC 


Smg). | EUZ b o GV iis lim Gant v. x 


ce 


"i. 


证 Ft 


y(G)-—gGG )aQO —g da (8. 6) 


XfV £0,emini H kT CGH2) 3G f£ e, 70 f e miniesa(e); 
HROS 3277 0, yo E :使 得 


re i L g Mt 


设 ya) CO. 6 BTRE Lv GO = ya s Dl] 
oc] eee]; geo a 3 (8. 7) 
Nx eB] O—yxyG x. 

取 070, ff fmin fyn 1 Cy) 8710) vGO x yo F BE 
WEN gu» «8. 1gco | 过 时 对 方程 (8, 208 BE (0 — G0», 
VG) VG, ra E 

VG) yGO to (8. 8) 

Bj V GOSieCOGgX D —voCIgCO DszetóD sy. 27C8. 8) 
不 成 立 , 则 3 4796 fff VOO X y Go oxumRSVGO-—yGO RT TER 
ab B3 Y05 0) Lec fh TOS AP. À 

V G02»yG), Hlim b= 
由 土 极限 的 定义 之 


V Gi LA incid )GC y GOD —g GOGQ(O G0. (8.9 


5 — Jr ifii 25 NM» Bf V GOSV GU, BN 
[rGO [Siu ^" (CV GOO SZ! CV (O4) 

H oraga 时 
LrGD | Ea yu a CPLD) 
Skla FD] 

由 (8. DA A ER PREDS eres E 


ix GOo |sz&[u ! (V GO] BEBE CA 
V GOsg GG GOD gGGOGO (Q0). 
iX 5 (8. 90 dr (8. 80 L3E H Zoo 时 有 
uC|xrG DsVG «yG «e Lu le, 
AX Ir] ceta Hy. cx 9] (8.2 EDS - 26 
稳定 . 证 毕 ， 
定理 8.2 设 定理 8.1 的 所 有 条 件 满足 ,g(t) 一 0; 且 
(323 AE k>, fF 
(EGEV NOS FU KN O [S A |[N,— N| r0 
V0, N o N0, WG. DARRA RE. 
证 ”由 定理 8. 1 之 零 解 一 致 稳定 , 故 只 须 证 (383. 20 8) E AES 
引 . ôo gi — Si EAE TE Pre E BT E [e «0. . 19x00 | 8, 
Ef, |z |= |xG.o,q «21,22. id 
limV G2 G)) =F ,limV G,xG)) — P,lim|z( | =p. 
XIV 400.3 TlI-e-r.Éé3Mi:iT—rB| 
VG xDD DT us, | x) sp p. 
XJT'—T,T' ao EEA.EIZO"Ie—u B 


sup 


xe Iu Ger, V T HD Su T Heyn 


从 而 有 
p— ux |xC(CP! 2| si Lu QU (PE 004 LG2M o 


LE IAT „D |atp+ òd]. 


即 


其 中 GO =L Lu (P J- La 7 02 ]9- La Go]- 12 
294 


—L,Q)- LE] LAG elede+AOag] 


-Lf LACT' ,OD lapdO]-»O — 34 po, 
故 必 有 
OLL Ea T) 8- LG 4-140 IAT ,0) opd0]—p 


由 所 设 有 
pu CT) ] (8. 10) 
若 了 > 了 , 则 Gy 有 无 穷 个 不 减 区 间 ,了 7>0 及 是 够 大 的 个 > 
T 4£& vaca —»»rT—,&s HE- DEVORA. Am VO 
KVGISP-—apmBuo 
Tt 
$ a-—min (ge dO 40) RUP RE 8E C4 
[zG) (Sotas u N], 0 —RGQu 7 (DP4- 40) 
(8. 11) 
H sty RY. AO) Tram 
VG X FG.VGO P 4-0 
E FGO.VGOLVGO-T |FG,VOGL.PD-ri0—FG.VD, 
V 60) | 
WW --W(G (2012-25. 
WE E D—&exVGOPT-TaEpIFGVOO,DP-0—FG.VOO.VODDI 
sA|-Fu—VG)|x2ha. AAW .V EJ E Sk. Kio e ORE AS 
WO (G) —W(Q(»5-0-3 pp 充分 小 使 


Vos wD<, (€ CF — YT). 


这 与 V GOURMET B Sr HE 1c0.3 他 > 个 使 得 
D—pnkmLVGHEIDA.gprmT nir. 
ERGE, EE P EO. 
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Va SWToxt cT a. 


AOA Ww) (4 — T )— — oo. 24 teos F JB AG AUT 


D-9.--(8. 22 pir GE. 证 毕 ， 
定理 8,3 设 定理 8.1 全 部 条 件 满足 , 且 
(D EE TE BOSE RP EE A GO BE 
|FG.V.N) —FG,V.NDISAG LIN —N, [1250 
HP V0, N, NO. BE CS. 2) 的 零 解 新 近 稳 定 . 
VES M 38 [ 117. 
例 19 考虑 线性 方程 旦 
rGQ)—ÀAGzcGM-BGrG—rGD- FCD Gr» 
(8.12) 
E ABO, COR ro H nxn IESEPR EE orara) 
mv.r.r HAE. 
Ay Masup| AG) | M.—sup BOO] M. —sup [Ci E occ 


M.«1. X K C= Mat Mis, Ks — =Ms KG) IAS, 


= ks. 
那 末 有 
1ACOGO rG HBO rG-—rGO4-CGxG—rG 


KK El rEGLEG-—rGO D 
x M, +e 1 
且 当 aC ELO EKGOBI eS VT M P-—KGQG». Bb gH 


8.1 的 前 提 . 今 设 Vr) :此 "一 尺 , 连续 HRE 
alr CV Gr n | (8.13) 


a b 为 正常 数 ， su” -FEH 


W., 
G ISSA [un] (8.14) 
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其 中 4 为 正常 数 . 则 六 (zx) 沿 (8. 12)? 的 全 导数 为 


Poo TL Gm LAG G) 


JA BGXG-—rGO--CGNrGori»] 
又 设 D AGAT WG) 一 const >0 


Wt XG. 1228] 88 Y NOO 0,24 


VGGOS NO, |l) Ix È 


时 成 立 
AACO 


Tatr Esi 
1 lu. wEV ae HAED} 
. » IxG—rG) 十 周一 re 


&-n oo» +| 22)? (Ms Ne) 


H 
us | 人生 | A 
e FO NY 


mu 
一 十 二 (Ms 十 Me?<c0 
则 分 别 有 


(8.15) 
(8. 16) 


(8. 17) 


: r À 
FV V ) 一 [一 :十 二 (Me 十 天 Mgc) V «0, 4 yoo ft, 


[FC . NO — FV. N) I OM KMe) IN— Nl 
=> A FCB. 132€8. 142 (8.160 €8. 17) 满 足 时 ,定理 8.2 的 所 有 条 


件 成 立志 (8. 12) 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 
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$9 NFDE(CD, 门 的 稳定 性 


在 本 章 结束 之 前 要 讨论 算 子 型 中 立 型 方程 
f DG) fl) (9. 1) 


的 稳定 性 . 设 (9. 1 满足 第 六 章 解 的 整体 存在 唯一 性 条 件 ,并 沿用 
HAMES. 
定义 9.1 REDO: C>R ERHESAT., E0 处 是 原子 
fj. Hid Co {pE C:De- 0). AT D n] S E88 B» ZR Jr SA 
方程 
Dy, — 0,220, y, € 9€ Cp (9. 2) 
E E AERE Som Ge mm. 
同样 地 TSGOECL. 2) 的 解 定义 的 线性 变换 半 群 , T0 ;Co 一 
Cpst 之 0. 而 op 表示 Tohr. 
定理 39.1 Digp) 线 性 连续 ,在 0 处 原子 , 则 下 列 诸 命 题 是 等 价 
f. 
(1)D 是 稳定 的 . 
(Zjap 0. 
(DEER S a0, b0, E GEOXEE SPI RECORRE 
次 方程 
Dy,-hG) 1:720 (9. 3) 


的 解 y(z) 满 足 


(yib ly] +6 


u 


ec AGO | E220 (9. 4) 
iT Dg-go— Í [dD IKO, Var u 0,0. 并 且 
严 无 奇异 部 分 , 则 存在 一 个 670 使 得 特征 方程 


h (4) — det MT 一 | e"dpt&) | 0 (8. 5) 
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的 所 有 根 满 足 Rei 委 一 人 
ub (1)= (2) 
由 方程 (9. DHFR EES] 9,0, E pe Co. (gl 6. 
By G)— yG. o) 
yi 49) | 19 [F5 GO gl 1 
从 而 有 
ToO | 1/0,,2220 
再 由 (9. DPR ITEGE PE OUEV. 070,3 070020, ff 
当 rrp. A 
Top «7. pls, 


à. 
取 J= ror) : 则 当 tr 时 ,有 


à, 
ITOP s lel «3 [T5 Hc. 
Xr y t0, 存在 正 整 数 n A T'Cc Loraj. 使 tf-—nrTQd-c E 由 


T» &W APER 
VP) | 一 [T5 Giro tr" ) Es [Totr* ) | |To(To) |" 


XI T Sce n2 — Ltnz«co. 
(2)7»(3) 
Hanro . Ba >o and add, ÉH anf iE X3 K, 
=K (o 
TO |LK, e7, 
设 yA GOA O. DÆ O ORT E EARE S 6 Gj 6. 2 一 
IPO Sy Fp D GH yy GAO ADA 
= | (FENO | HEOR 
骨 由 第 六 章 的 定理 6.32 
[yp A | | CPoGO rV (OD | 3- | Kp COR I 
LITO | [V9 E -K sup, AG) | 


FEET: 
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se "|i |f A FK sup, |4 GO [. 
S b-maxiK,.IV I, K)2» GO. 而 (3) 一 人 1) 是 显然 的 ， 
《2)< 演 (4) 作 为 练习 ,或 者 参看 [4]. 
X92 ib DG.DCCOXC.RO,E3 HH a dbo R 
XIV h€COG, ,R"), 非 齐 次 差分 方程 


Dt y p SA) tE (9. 8) 
FI y CORE 
|y, She 77 ye] -bsup Ih Qi) | ,ta (9. 7) 
UH DRTE- HREN. 
设 D RAARO DA 
Z Der) = f) 220. (9. 5) 


IEM Vp C REV XCF CO. DHS A 
Vos = in V GG) — V2]. 

定 尺 9.3 IER NFDECGD, (9. D, REV€ CQ. RO ÀNTEG 
CC Ef anyeos EU. E V ECHR C LEZ, HECE 
Yo 条 < 委 0, 今 

S-—ig€G,Vu uio =0) 
M-—S 中 关于 NFDECD , 广 的 最 大 不 变 集 
作为 稳定 性 相应 定理 的 推广 . 可 设 M= 101. 我 们 有 

定理 9. 2 设 (9.8) 中 算 子 万 是 一 致 稳定 的 ,7 是 G E8) 
的 Tany eos £Z ER. (90 ESG. 和 而且, 或 者 蕊 (内 有 界 , 或 者 DoR 
Fto. M 35 t —9 6d] Lr (o — MU 

G-U,—1g€ CV GO < 
H3 YKKE EUSA LK RD «K.50]3 ec, 
Bf r (pae M armo. 

这 说 明 (3. 3) 的 稳定 性 性 质 很 接近 于 RFDE CO A% 8 3 的 

定理 均 可 推广 到 (9. 8} 上 来 . 
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x10. )). d D.F€CXG, XC RO. D 在 0 处 是 原子 的 , FG. 
02 DG 0) 0,3] Vc CO 7.050 XC ED iE X. 


Vaso = Him z- (V G4-A or, 2) —VG.g)) (9.9) 
再- 和 站” 


设 不 变 集 5 PRAE M= i0 ,换言之 ,我 们 讨论 59. 1) 零 解 的 稳 
定性 ， 

引 理 9. 1 设 算 子 DD 是 一 致 稳定 的 , (9.1) 过 (5,P) 的 解 记 为 
xrO)-—xcrGG..d«» JD IERI E EE BERE aR R20) —0,870 
Bf .a(5)7-0,3 3ESEIREE BL RL—RL 860) 0,8000 2»-0, 24 8770 
时 ,成 立 

(34 1g] «8 Bf EE DG uan [aC zo. UU] 

[e | gCGD to 

(DRY Ms 和 A70.3 T — TXOM 86, AY 2-0, E L| M 

Bf.lDG.r2lsaeGO.uzmc 时 有 
ln SANHA tma T 
证 C(DBEO. DR BODY ZR CH-aC))0) BI f. 对 (2) 取 


l bM 
Tmaxt0, ln TFA} 


则 当 zo 十 十 时 由 (9.7) 得 
la, | be "TT" el F5 sup, | DG ix) | 
be TM+ ba) 00 H- A HEHE. 
定理 9. 3 设 (9.1) 中 算 子 D - 致 稳定 . f;,Rx(C 中 有 界 集 ) 
=R" 中 有 界 集 . 若 3 ERAN V RXR RE 
(ODutC| DG. ADEVE En el) 
(Pan Gg); WCG DG 9 1D. 
HP nevew A E SEE S R u =n ST-0 BT ns), 
vGO EGO 0 HLTEAERESEER C GO 120027 0.a GO 22 0,870 时 使 
visnrtats)), 
en. DETARE cd m ERE. 


证 设 (6) 由 引 理 9.1 确定 ,对 Y em>0 3 0.086. P06) 
Le ADDR A plas t x) —xrGo 29.78 
uCEDG, x2 DAV A ) SV (0, p) 
Sut lp aol uale). 
从 而 有 
| DX ,z, 2 zat) to 
Bi 5H 9. 1-» 
EARENTCM EN» 
BW C9. 1 的 零 解 一 致 稳定 . 下 面 证 其 为 一 致 斯 近 稳 定 ， 
WE 0,—6 0D. 对 Y ?>>0, 要 证 c 700270, Br? 1220, | gl 8, 
时 ,对 C9. DHJE m Gor TETJE- 


EE 《9. 10) 
车 (9.10) 不 成 立 , 则 有 |z 1288 OD £220. H (C9. 0 31V. ca 有 
six, b sbe |r, | +è sup, D Cas x,) | (9. 11) 


BRER 7 88 79 maxt; Ln 2*) , 记 6e h O DER 
oss [xa | Site 7" | x, | F5 sup,l DG.) | 
«Eb sup, Dez) 

从 而 有 


ó 
b sup, [DG x) | zy 
一 存在 GE [o,o] 使 DG ino [s EROS 


ID; x SS st € k] 
其 中 o—o.t—2at Rr 1,22 ), 和 理由 上 子 的 有 界 性 之 存在 常数 
L iE 


IE Dau DL. S HN 


A 3 nlz8.X] e L, j n€ Lo-4- Gi —1r a 2ir ]:£—1,.2 
eeart BRIDCG, mols ; Afi 


Dard g/d 4 tE as i ti 
. . à 
Abit L'EGB S8 s cT RARI zone op T 
不 相交 ,此 时 有 
Vont) — wo 9 ), 当 te [一 -gttr 
从 而 有 
Vr EV tp) ~ WO a- 1) 
BREER L RV GO/C2W CL NUR 
(3 ó ó 
VG, x, <V a, 2 —W Cb V (Bo) /LF Wy) ISo 


——3 E. 这 表明 3 1' €[oso- 25r 1f lre 6 mg tz 
2hr. Bl (9. 1) 零 解 一 致 新 近 稳 定 . 证 毕 . 

对 (9. 1) 同 样 可 以 建立 拉 兹 密 辛 型 定理 , 我 们 举 一 个 定理 而 不 
墟 以 证 明 . 

定理 9.4 设 (9.1) 中 算 子 D 是 一 致 稳定 的 , 且 |DG,9) x 
&|o|.5 XA AXE— EL FIRXxXCoRm 是 连续 的 ,并 且 RX (C 中 有 办 
BONA R 中 的 有 界 集 . 说 存 在 连续 函数 了 :及 + X RR 及 满足 
$E E 9. 3 ZR (E BAL uve o Ge Su Ce G0 0. 以 及 连结 非 威 汕 数 
FiR,-—R..FGOGyDOmvCHGQG0).970. M (8 

Cu lr EV OT) Eu |r!), 

(2) 轨 天 (VCDIrr))) EVE, a (DO 3E 1 — rss 成 立时 
有 

Vanl DGur)Ds—WGODG.rn2l 
uj C9. DEA X — RADET. 
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$20 考虑 方程 
Tgrtt—r)=— gtr)) (9. 12) 
KiPleal«t.exEgE.g(C0)—O. E BE R YE X De-—-g(0) 一 


lim (yo oc. WE 


IE 一 和 


gg —r) LUE xgir)706€rz-0). 


fg (9. 122 B] 2E RE — EXPE IE fo RE. 
PEE, EVS uosa Sss FLN A Nd 


laD7 «ape a+ Dp Bop = HE. 便 可 以 逐一 验证 定理 


9. 4 PHARE AmaE E. 

AZ APPA AAA A E EE EPA, pR EE 
NFDE(D, A). A 7j HET A R EEE EA 4 A AR. 
1) 如 在 算 子 DD 上 的 条 件 , 2? 加 在 了 上 的 条 件 .上 述 诸 定 理 都 体现 
出 这 一 事实 . 
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第 八 童 


FDE 的 周期 解 


本 章 介 绍 FDE 周期 解 存 在 性 的 判断 准则 . 内 容 充 分 顾及 各 种 
方法 的 多 样 性 ,而 不 大 量 引 用 有 关 的 平行 推广 . 


$81 线性 铀 治 DPDE 的 周期 解 


1, 忆 期 方程 与 周期 解 的 性 质 


设 rcm. DDE 
EE s raer) Gr) (1. 1) 
ri =G itri) rlt r)) (1.2) 
AP F, GER, r—const. 20, Rd. 1 存在 周期 为 了 的 周期 解 
zit di a, CORREA G. DRG. 2)) 得 恒等式 
TPE or Gy) n Gor unG—0) 
HUAFA rn GTT) o nGET-r7). 
zG--T-—rw)D 
由 所 设 nG DEn wO uu GT TOmnGO. 合并 上 两 式 得 
FitT rt rtt—ri mr)) 
F(t Tr r) 
这 说 明 当 (1,1) (或 (1.2)) 存 在 周期 为 的 周期 解 x;() 时 ,应 数 下 
沿 着 这 个 解 是 周期 为 了 的 周期 函数 ,反之 不 真 . 或 者 说 (1, D GE 
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(1. 2)) 奔 在 周期 解 时 obo EROR ORT: 是 周期 的 ,例如 
例 1 对 方程 
z()-costJ- Lr tt y! G3 — 1])F Gox 00 40, 
rG—U0.y0—:) 
y= sint tH a^ (O0 y^ GO — 1 ]FGszGD. y GM, 
zG—1).yG—r7) 
不 问 FALE. 如 何 , 恒 有 周期 解 sint y= cott W E FFR 关于 
不 是 周期 函数 也 可 能 有 周期 解 ). 
引 理 1. 1 对 方程 
TAF) raS r,t) (1.35 
U,'ECNACE- SE ESE-E CO ES AEA AE H. m H. e G E H R fE 
等 于 (1) 的 周期 或 者 是 它 的 整数 悦 , 换 种 话 说 , (1., 3) 存 在 周期 解 
的 必要 条 件 是 Fe 为 上 的 周期 函数 .事实 上 , 设 z(? 是 (1.3) 周 期 
A T HARR. 用工 (十 TT 二 x (yr 十 TT 一 rt 一 x(t 一 r) ,z(t 十 
T)-—xr) c(t -T— 0 —rG—7MEACO.3orBIHES S | BREED 
3r. 


2. 齐 次 线性 自治 DDE 的 周期 解 


考虑 线性 自治 RDDE 
rG)-— ArG Br —r) (1. 42 
zr€ R',A.B JÀjnXn EXtiE.r—const. Z0. 其 特征 方程 为 
hCGA, c -detlAl—4A— Be "|—0 (1. 5) 


我 们 有 如 下 定理 (说 及 周期 解 时 都 是 指 非常 数 的 ). 
定理 1.1 Ed. OFFERRE ERRA. DAAE 
TR GERE RO. 
证 充分 性 是 显然 的 . 这 里 证 必要 性 ， 
设 x(DE R" 是 (1.4) 的 一 个 周期 解 , 不 妨 记 亡 的 周期 为 站 , 因 
Jj r—const. 故 不 妨 取 gog 一 0. di zT GOXEL— 0.005 EXE 
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续 可 徽 , 于 是 在 其 上 可 展开 为 Fourier 级 数 

D= 2,07 a. e) 
其 中 C di eoe ran ah eco tetto 

za 2, i P Cue a. 7) 
18. 6) 和 (C1.7) 代 入 方程 (1. D 

p2 E ETI A— Be Jc, o 
故 有 


(; P1 A Be frc 0,40, 二 ,ee 


者 (1.5) 无 纯 虚 根 , 则 对 一 切 下 有 C2— 0B JE. 证 毕 . 
注 1.1 若 人 1.4) 中 一 0, 则 人 1. 4) 为 常 微分 方程 ,结论 显然 成 


证， 
对 nn 阶 线 性 自治 方程 
Hm] 
a )4- 2/01 G—7)—0 (1. 8) 
RP RER TER, .其 特征 方程 为 
X TG, uA RI Hait ae “=D0 (1.9) 


定理 1. 1 的 结论 仍 成 立 . 

Al 58 — EB XR «C1. 500 OI. 90 — RBS VEU 7531 4 TR. ,所 以 对 
CL 5001. BI TEGERE EAD RARI. 

WC. DNA m 对 纯 虚 根 A= E pur =, 2, m BIO. 8) 有 
Jm eM k—1.2.—m 的 解 (第 二 章 ), 取 其 实 部 与 虚 部 得 (1. 
8) 的 解 为 

MM Nl n 


Sin p? sin pst 


COS P mt 
sin. 
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这 些 实 周期 解 的 线性 组 合 得 出 (1.8) 一 切 可 能 的 周 甚 解 ,并 所 
《1.9) 不 辐 的 特征 频率 不 超过 个. 事实 上 ,把 (1.9) 改 写 为 

pO He Q ADIO {1. 10) 
其 中 p60 二 各, 而 Q Aan AT H Tac. WEG. 10078] f FRE 
根 4=: 六 ,代入 之 得 到 

p.Gyo)de77Q, (iy}=0 
由 此 推出 y 是 2n 次 代数 方程 

| p.Gy21*— 1Q a Gy]? (1.11) 
的 根 , 由 (1.10) 的 纯 虚 根 只 能 成 对 地 出 现 , 却 4= 土 iy, (y= 二 0 BE 
外 ) 志 (1,11) 有 不 包 于 及 对 根 士 iy 二 (1.10) 的 特征 频率 不 多 于 n 
^. 

Xf n Brz&tE S i$ NDDE 


731 
2; [2,19 Q) + br Q—7)2—0 (1.12) 


RP rER. B a00,5,20(O0. 128 RE NFDEGD. DH D (E 0 
ct 处 为 原子 ). 一 般 地 说 它 的 特征 方程 


hsc) 2; ad bte] 0 (1.13) 
的 特征 频率 也 不 超过 ”个 .事实 上 ,车 (1.13) 纯 虚 根 4=iy. 代入 


CL 1348 27 La Gy 4-0. 9*7] 0 , 28 Ub , B] jg 3g 

pU) te “tivy)=0 (1. 14) 
其 中 pQ. 都 是 rn I ERE. BIETER B OG = 19. Gy [? 
的 根 不 超过 2a T ELSE HEAR CER T. 0 48 9o LEONE E HE 
征 频率 不 超过 T. 

注 1.2 中 立 型 方程 (1. 12) 与 滞后 型 (1. 8 有 所 不 司 , 即 特征 
如 方程 (1. 14) 可 能 变 为 恒等式 ,此 时 如 第 六 章 $2 指出 的 ,有 可 列 
TAER. 
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例 2 考虑 方程 
T+ r Ha GGG x G—£72-—0 
ACA r) = A Hand -Het 
à= ai.qWü1-ce 7-0 内 有 当 X 为 纯 虚 祖 iy 时 才 有 可 能 成 立 . 即 
er 十 1 一 0 或 cosry 一 isinry 十 1 二 0 
由 coszyd- 1 — 0,sintyz-0-ry — (24 - D &—0,. 1, x 2m sT 


是 给 定 的 过 1 十 “一 0 HERET O 点 为 一 二 (2 十 1)x k=0, 


1, nnnm H4 La | ke Dm. B 1,2 e ECL ORRE 
重 的 . 
现在 把 定理 1, 1 推广 到 NDDE 的 情形 ,方程 
TG)—AÀrGP S HBrG—DdTCiG-—r) (1.15) 
HP rER A B.C BE axnE.r-—const. 20, fü 7; ERU ER 
h (Ar) —detlAI— A— Be" —Cae^ * | 20 (1.16) 
我 们 有 
定理 1.2 NDDE(1.15) 有 周期 解 的 充 要 条 件 是 (1.16? 有 非 
PES DR 
对 线性 自治 ADDE 5 CDDE 都 有 类 似 结 论 . 


3. 非 齐 次 线性 自治 DDE 


对 方程 
2i aar ü—n)-fG) (1. 17) 
其 中 ap EA. DEPANA ta ut «LU. 都 号 常数 $4, 5E 0. 由 引 理 1l. 


1 一 仅 当 了 (4) 为 周期 的 情形 才 可 能 有 周期 解 . 其 周期 等 于 XO IS 
周期 或 为 它 的 整数 倍 . 设 /的 周期 为 T. 作 变 换 :一 去 4, 则 周期 换 


$ 2. 
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如 鞋 所 述 ,可 设 fi) 为 Ed 时 以 2 为 周期 的 连续 淆 数 而 不 
A-CNETE. 把 它 展 为 Fourier 级 数 


fe > p (1.18) 
适当 做 些 限 制 ， 二 起 可 以 写成 实 的 形式 


f(t)= 2; Cacos pr P,sin pr) 
《1. 10857071 25 2B] 3 0E77 RE 


h() 2 Zaye" =0 (1.19) 
T 


(DEQ. 190 UB E HAE R, EA h AER BT E E , 
HEERE 


2j 222r 《一 人 = 2) aen 
对 应 于 右边 每 一 个 被 加 项 的 诸 方 程 为 


X Danz” 0- r) =4 e" p= ti, t2 


$=] j=] 


的 解 为 Ap” LA,—a/h Gp 由 这 些 解 作 和 得 


x) 2j TM (1. 20) 
p—— hip) 
Ci 200 4 8B. n 1X nf PACLESL DS T RR CS au GEO SEO. 18 08 3 
Et o, 比较, 当 p AARNA 
hGp) —OCp'), 34 p— col. 
JE SE 12, | /h Gp) « |a, | Fe Ht G3. 180 8 — Si SC PE (1. 20) 
的 一 致 收 施 性 ,而 旦 是 次 可 微 的 ,一 (1. 17) 有 唯一 的 周期 解 . 
(2) 若 Ri 至 少 有 一 个 零点 接近 于 im Gn 为 整数 ). MH am 
OR a 250 时 ,出 现 共振 现象 ,系数 的 模 |o, [ 75 Gm Hol TE im 附 
T BUE IR a9 ETE BER LOL. 20) 的 收 训 性 失去 保证 . 
《3) 车 站 (内 的 根 之 一 等 于 im. Haz 0.2, 0. WI] JL OLEI TE 
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在 . 
GOD AGO BHSUR — TEF im, H6, 0,2, —0 二 没有 其 他 
8 ees ede , 则 存在 形 如 (1. 20) 的 双 参 数 膨 期 解 族 . 
例 3 考虑 方程 
rD Hari tbri r= f) (1.21) 


大 (一 F+ >, {ancos t B,sinnt ) 
如 上 所 述 ,将 (1,21) 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 
ACA) —A-Fa4-be "—0 (1.22) 
的 根 分 为 以 下 几 种 情形 : 
COS C. 22) 无 整数 纯 虚 根 , 即 4 一 向 (一 1 和 2 A Gm) 
zEO, IH BER HL EE 0. 21) 只 有 一 .个 周期 解 . 
事实 上 根据 又 加 原理 ,由 
ritar prt—r)=a/? 
得 出 常数 解 为 


Tit = i5) 
则 非 共 振 情 形 只 有 一 个 周期 解 


ni" 
r= 225) 
4- 3 | Ca, Ca T-5cosnr) + B, (bsinnt —5n) lcosnt 
T] (a --bcosnc)*-4- (sinnt —n)* 
LA Ca--bcosnr) — a, (bsinnr — n) ]sinnt 
(a--6cosnr)! + CPsinnr — n)’ 
(DERESE. 22) 有 整数 纯 虞 根 士 ia, 则 出 现 共 振 ,方程 


(1. 21) 的 局 期 解 仅 当 
an= | fcosmidt=0 ,p= | fsinmidt=0 


时 才 可 能 存在 ,而 且 方 程 (l. 21) 的 解 具 有 与 (1) 相 同 的 形式 ,但 
cosmi 与 sinmt 的 系数 是 任意 常数 . 


十 
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例 4 对 一 阶 RDDE 及 其 特征 方程 
rD =ar) thra r) (1. 239) 
å—a— bhe “一 各 (1.24) 
Hp r€R.ab.r0€ R. 第 七 章 83 HARE RHA D 划分 
图 7. 1, 直线 a 十 5==0 与 r 合 起 来 便 是 (1. 24) 有 纯 虚 根 的 a1 加 全 
体 , 换 句 话说 ,(1 23) 存 在 周期 解 的 (x; 全体 已 经 求 出 ， 


$2 Massera 定理 的 推广 


J. L. Massera 对 常 微分 方程 给 出 如 下 的 结论 ; 设 周 期 系统 
T= fT FF) = fr) (2. 1? 
中 w>0. FARXR'—R" XESR S 8 — 1, 80(. 1039 — 4 8677 3. 
解 将 来 在 在 ,有 界 解 存在 =>w 周期 解 存在 . 这 里 所 请“ 将 来 存在 * 
(exists in the future }) 指 的 是 ta DA EE CE FC DTE XE. 
34 2222 时 ,Massera 给 出 一 个 反例 ,说 明 有 界 解 的 存在 性 并 
不 能 保证 ww 周期 解 的 存在 性 . 即 
例 5 对 系统 
T= f Giu cos!imt— glu vU) sinmtcosst —s y 
y Gm glu uU cos'zt-- f (u v sinttcosmtA-7.r 
其 中 工人 只 ，yE R. u= rcosrt+ ysinrt.v= ycosrt — xsinzz. JF Hi 
OO A g 具有 连续 一 阶 偏 导数 . 
(2)fC—u.—»)— fir, H gu, —gG v). 
(32 f(1,00 — (1,0) —0, f (0.0) 0. 对 所 有 的 vg CO-00770. 


s ] 2 
c (0,0) 4 a 


例如 fug Q—i) Occ T ERR Ee Ae 可 以 分 
析 得 它 3 有 界 解 ,但 无 上 周期 解 14 |]. 
现在 考虑 RFDECO 
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TED =fr) (2. 2) 
其 中 F,RXC—R" EA, Y Gd oq —fG.gh.m-const. 720. H 
(2. Dot (o, € RXC 有 唯一 解 . 要 推广 J. Massera 的 结果 ,对 有 
界 性 要 明确 一 些 加 强 了 的 概念 ,并 需要 两 个 引 理 , 列 出 而 略 去 证 
" 
8|38 2.1 设 了 为 Banach 空间 文 和 到 自身 的 全 连续 映射 .车 在 
在 有 界 集 巨 使 得 对 Y rE,3 mem EA OEE N E 
E 中 有 一 不 动 点 . 
5j 理 2.2 B sOCs Cs 是 Banach j X ff do E $8 .s, 5 s, 
REM £4 相对 于 32 AST BJ Sis KX REZEN, IE TEX 
天 六 0 使 得 fO Cs Lamel. HB fÉFGOCsomajxim—l, 
则 站 在 so 中 有 一 不 动 点 ， 
Massera 定理 的 推广 写成 ， 
定理 2.1 R obr, HIY M>0.3 工 (10 使 得 当 】 史实 
MEIEGA SLM ET 一 o0] ;方程 (2. D PUE IEEE 
的 ,关于 某 一 B. ERARI MC. 2) 存 在 o LB SE. EL CARE 
以 B, AA. 
WE 设 z 为 任 一 国定 的 初始 时 刻 ,由 解 的 有 界 性 汪 每 个 解 整 
体 存 在 . 
定义 了 映射 C—C 为 fi) — x, uG 92. 由 解 对 初 冶 洱 数 的 连 
BE ICI PET f£. JO E SEBS. 由 解 的 唯一 性 及 方程 (2. 2) 的 周期 性 和 > 对 
bl.zee.P9- Tarlo. Td feme AR ESY B 
0,3 H(B)>0, (E [pl <B, tza 时 ， 
[rete ad lA HER) 
设 :; 忆 CC 是 人 尾 -- 有 和 界 集 , 半 及 六 0 使 gE st 这 go 一 A 时 |rCt,o ,9 
<H> O A TEA H HRH, 
I HJ L0 Ep SH Go ALE Iw] 
HG 2 关于 t 的 周期 性 ,对 VERR FUD ISL, AF 
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| z, Co» p | SH 对 9€ soo Borm Iram fier, 
所 上 ;于 是 由 wr 有 


| TG (s)l— ENS (5) | 一 (tla tuts op | x. 


对 g€ s,.se[—r.0]uUÀ 3r. Ese, fFGod& B REESE UE IET RES 
=> f Sx. 

E E-—Ie€Cilg| s B). M] E X5 C 的 有 界 了 于 集 ,由 于 (2.2) 的 
解 关于 Bo。 最终 有 寞 二 对 geEC,3 T(GD0. Brz +T 
IxG 0,9) | B, B IE SET E k(p BE EecmTGDO-Fr. WI e€ c 有 

FRCOILIEMPECSOENES: 
妈 产 (gy€E. 由 引 理 2.1=>f 有 一 个 不 动 点 EE, 则 z Go o HI 
为 (2,2) 的 w 一 周期 解 , 它 以 B, 为 界 . 

注 2.1 “以 w 为 周期 的 周期 解 ”? 这 里 简称 之 为 “ww 一 周期 解 ” 
(或 “w 周期 解 ”) ,下 司 . 

定理 2.2 设 对 任意 的 M>0, 3 LOMD0, Bos e| c M E., 
[FD 和 LOM ,EF 一 w,0]; 且 {2.2) 的 解 等 度 有 和 界 , 关 于 B, 
ERRAR, WOC. DFE w 一 周期 解 , 且 此 和 解 以 BOSE. 

证 明 可 类 似 于 定理 2. 1 进行 , 亦 可 用 引 理 2.2. 


$3 小 参数 法 的 六 pacopcknuii 定理 


推广 党 微分 方程 中 寻求 周期 解 的 Kpeumos 一 Boronw6oa 方法 与 
其 他 方法 的 推广 结果 一 样 , 由 于 FDE 复杂 性 都 表现 出 很 大 的 局 
R. 这 里 介绍 H. HH. 玫 paconckug 关于 拟 线 性 系统 的 一 个 有 趣 的 结 
果 : 
考虑 方程 
ri tar ter n= H agarrar), p) 
(3.19) 
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BE 
OEREN A e 是 :的 周期 为 2x 的 周期 少数 . 
(2) G. 1) 的 线性 部 分 的 特征 方程 4 十 z 十 如 一 一 0 的 一 切 根 蕴 
具 负 实 部 
(32g8C，，，，。，) 对 充分 小 的 jw 在 导出 方程 
retar thr —r)= fa) 
的 周期 解 > (ODED ER, =. AA ECAS EET ER I. 
(49a,b,r2»0 竺 常数 . 
则 对 每 一 个 充分 小 的 lp1,3 方程 (3. 1) 的 周期 解 2G ,使 得 
lim») =r" (t) (3. 22 
而 且 这 个 周期 解 可 表示 成 形式 
zG D mag GOD TE HH mer R(t, pa) (3.3) 
其 中 RG) 二 OL). G.D F pi W RE zi(0) 是 把 (3.3) 代 入 (3. 
1), 比 较 的 闻 次 项 系数 ,得 到 的 一 列 常 微分 方程 
zoG) Har GO 6x G— 0 — f) 
iG) ban GJdTbrG-—0D-—FGGuy ua D.) 
zr dar O Hbr ar) 


-(8) eol] eoe 


dg | 
dr) dr(t— 7)], 


它们 的 周期 解 便 取 为 x G. £—0.1, 2 其 中 记号 5 md 
FPE rarr), p EAER r), rtr). 
对 横 充 分 小 的 gz, 可 用 Schauder AR zl e PB oix EHE Xo 
近 法 证 明 (3. De JE REI EE TE E CHE VE UGG IE Hf ERE RG, 
2 较为 简单 ) ,证 明 从 路 . 
fio 应 用 小 参数 展开 法 于 方程 
TOFart phr ertt—r) drG—r) 
= ugit xD urn.) (3.4) 
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Ep a.b.cd.r0 EX cR. 
i G. 4) 周 期 解 的 形式 为 
Cr mrs Mun GT eir tt pT HR, Esp) 
(3. 5) 
诸 函 数 n Gon GD x CO sn Bg FTAA E IE 
rog dax Ebr Gl Herlat rdr r= fa) 
ax G taa Gy) br -en lrn tdr ur) 
= g(t rot I uc rer) .0) 
rO Hart br. renti dna D 


=| 8) tnol | Haw 


8 
à 31 xocsl. 
dg | "— 24 


Ee ml 
|dri(t—r21i, | dr(t—7)!, 


TaaQG—r) 


亦 即 由 这 些 方 程 的 半期 解 确定 式 (3. 52. 
例 7 呈 体 地 求 出 方程 


(DT) sintt pa? Q) (3. 6) 
的 近似 解 一 一 w 周期 解 . 仍 设 解 写成 (3. 5 的 形式 ,但 只 取 两 项 , 故 
V) 一 ra 一 王 ) 一 sint 


不 共振 的 情形 ,可 求 得 解 为 形式 
x46 — Acost-- Bsinr. 


中 此 得 eu 一 一 地 cost. 进而 对 
。 T 003 o] 
TU) —nGGcuy (eos27) 
TEA 
1 1 
一 一 再 1550527 
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wL £I tcos2r — 
c(t. nm z cost + qa (c052f 2) 


$4 Kaplan— Yorke 法 


1974 Œ J. Kaplan 与 J. Yorke 对 一 些 具 体 类 型 的 RDDE. 8f 
并 了 与 它 相 应 的 菜 种 常 微分 方程 ,用 以 判 斯 这 个 RDDE 周期 解 的 
存在 性 [580] ,以 后 也 出 现 用 这 一 思路 解决 周期 解 存在 性 的 工作 ， 
这 种 钞 法 暂且 称 之 为 Kaplan-Yorke 法 . 

此 法 能 解决 的 方程 类 并 不 广 证 ,但 相当 灵 致 . 谭 叉 便于 工程 技 


RA RR. 
3 RDDE.rER. 
zQ)— -—-fGG-1» (4.1) 


其 中 六 rr) 是 连续 的 且 当 x0 xf Cr 9 0.) E RE S (GL XS IET 
的 常 微分 方程 , 令 yn 一 zxG 一 1)， 
[x — — f Gy) 
y =f ra) 
定理 4.1 Ra Dp ARZAK, HARE x Goo. 
3-0 Ef. 
olim P goi EE 


存在 T HJ El SR too, Aia 
FG) | fods, p-94c (4. 3) 


(4. 2) 


当 ac ec «Tea Bb.(L 1) 存 在 振动 的 周期 解 sm Hur 


具有 周期 der 还 满足 (二 22. 
Wu 先 证 (4. DERA 1 HERRER, 得 证 它 满足 (4.1) . 


VG) FGYH-FGO, Hh Foo [fcds,ve R. TIRE v 
"n 
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A0 时 ofG020-VG. yYz0,24 E [LM r= y= h V-—0. L- Bos 


TUO M L fE EFODO 


亦 即 六 沿 解 的 值 为 常数 . 
由 于 SATARA Sino. ke s= A 


F(—2) =| fo«- -[ f -pdt=| fa Fz), 
Li] i ü 


从 而 有 
Viez = Kiry =V r, -y)2V(G—a.— y) 
BB V Gr. 30 XT. c y f REC 点 都 是 对 称 的 , 此 外 由 下 的 定义 及 
zf ir) 0 TER yE ROD MAET r H y 是 严格 
W pey 00.23 m0, y o0, Eg 
Fix Sc Find =c 

AERA V Cry) — c ER — SR FERE — Hh 8 x T — 1r XE S 
数 y—9GOB RE € [0.2 J= y € [05 yo]. yo 4X0) ,0— gr), BH 
V 的 对 称 性 ,VY Ge 30 mc 在 tx,3y) 平 面 土 确定 了 一 条 管 单 闭 曲线 ， 
原点 在 其 内 部 . 

(a) (4.2) 有 非常 数 阅 期 解 ， 

X GO ,yl)) 是 4.2) 过 (xo;y6) 的 解 ,其 最 大 存在 区 间 为 (a， 
Bo. 可 证 ac —oo,g—oo. YEAR EE Boo. Br V 沿 (4.2) 的 解 为 
KASV GG y GO V Gy yost€ GB. MA GG y OG) 
DELAR, HEREDI SE TR iE PE n] EAE Cr GO y COO ED 8. 92-6]. 
0 EFE. 25 B RÉBSEBUEEX GE ECT 8 xU BLEU a8 
— co, HA a — — oo. X. EF] VC 40 2 V Gros ECT pr. E: 85) fi 68 3] 
曲线 过 CDA GG yi) 是 (4.2? 的 非常 数 周 期 解 ,上 且 相 轨 在 (Cz， 
?y) 平 面 上 是 绕 原 点 的 简单 仇 些 线 . 

E rO ARA 4. 

4 V Gayo =e PG —GGQ.y G0) TORRA w cE 
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(0,00) p —tan yGO/rQG),£€ [0,o. ]. Wf 
_ 人 [5 yr —r Gy 
=f 4e- | rod 一 上 PDH E) di 
- [Rao Gd 


Er RC. GfFGOM yf GO09/ Gr HT y. h a. lg sg SU ER 
结果 得 到 
2 


E s 关 0, 则 当 c 一 0 时 名 一 二 
E a= 0, M|] c0 hf wo 


2m 


若 830, W4 ccor eo 
Xi B-— 0,8435 c0 HP e. moo 
由 于 w 是 c 连续 函数 ,cE C0 o hki aT eL R AC a 
可 推 知 c 使 w= 4. 
《c) 最 后 证 明 , 若 (z GO y^ 0G)) 是 (4,2) 具 有 周期 为 4 的 非常 
数 周期 解 , 满 足 
VG" Gy GO c^ a, 4.c* € (0,05) 
lij z^ (是 (4. 1) 的 解 . 事实 上 ,由 直接 计算 可 知 ( 一 xz' Gy a) 
也 满足 (4.23 且 下 (一 7 一 六 0) 一 Pr yt 一 < B 
ARE V =c 的 轨 线 最 多 相差 + 的 某 个 平移 r, 故 有 
G^ sy" Dr a+r), — y +r) ,rE (0,4) 
从 而 有 
r’ =r tr = ar) y O= y a+r) 
所 以 2c— 4n n ARERR, BI 0 2n. X c€ (0,40 t—2. 
于 是 有 
r'Qq)—-—zr'G--2» -2-x (—2) 
y G)——y'(r-2)——y'G—2) (4. 4) 
95 — Hilt O, r UER E A. DEV G1 GD- 
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c TR t Oy Go. Fu 8.3 rE (0,4) 使 得 

(y Cr Tr) 

r'G)y'(GdD.y!G)——cr | GT (4. 32 
wA 

TT Ry ad= y aar). 
由 tA (4 5 人 一 2 一 人 人 十 2r y a 2s wv’ G—20), 
从 而 2r4-2—4a.n 为 整数 一 r 一 1 或 +r 一 3. 现在 说 明 zr 关 3. 若 不 然 ， 
则 由 (4. 509m GHD Sart Dx GMT ——y'Gsr€(0o.43. 3] 
FB Ge" (Oo y" (2)) 的 相 图 分 析 , 设 Cr' GO sy * (41,)) 在 第 一 象限 .由 
(4. 4) Gr (G4 220 y" G,43-200 — €C— x5 Gu. y? to 应 属 第 三 
象限 ,显然 人 r 人 十 3 十 383) 只 可 能 属于 第 三 、 四 或 第 一 象 
E ,然而 C7" GR). y^ Gir 3000 Cm y" GOD x (#0) 应 属于 第 二 
fs W—cRE.BETZ3sDA4r—1—9-a'Gó)ey ci). y a= 
r'G—D. 由 (4.2) 的 第 一 个 方程 得 


£r fr = fr a). 


HR x* (和 是 满足 方程 (4.1) 周 期 为 4 的 振动 周期 解 . 证 毕 . 
下 曾 对 两 个 灌 基 的 方程 给 出 一 个 结论 
xQ)-[firG—1)-c-/fGG-—2)] (4. 6) 
定理 4.2 Wb 是 连续 奇 活 数量 满足 , 当 z 关 0 时 ,f(r) 汪 0. 
设 ap 如 定理 4.1 所 定义 ,车 
T mJ 
a VE 或 B<: "xs 
则 方程 (4. 6 存在 握 动 的 周期 解 r, 且 上 具有 疝 期 6. 
(1) 要 证 常 微 分 方程 组 
[rero nean ris 


«ax (4. 7) 


Ya) fG,G)) —fGiG)) (4. 8) 
Tt = Tr tt f/G,Q» 
320 


有 周期 解 . E FR R 如 下 
Mer ro (Fr) fr) (Fn) 


id 
^ —ł} -i 
4 一 上] 0 -—lj|.Z-—üUrn cr 
hod c 
于 是 {4.8) 可 以 写成 
Ziü)-—AYOD) (4. 8) 
并 取 初 始 条 件 为 
ZD o Gru COD a; COD r C000 — (0, —r,— r2 r0 


(4. 100 


设 (4. ERI RE Re ECL. OREA ZG D. HA DHE 
r-23,)—0D. MTY rr0O Zurn Xi ER BREM rir tr: 


F=f Fisjds, V D FG HF (ae) +E C3) 
V(Z)—a ÆT [& zE HJ H] BID EREE norte 0 Ra 
WAER. 对 Y rZ (i,7) 便 是 方程 (4.9} 的 周期 解 . 

(2) 确 定 周期 为 6 的 周期 解 . 

设 ww 表 东 Z(t,r) 的 周期 ,与 定理 4,1 的 证 明 类 似 , 我 们 由 (4. 
9) 的 线性 化 来 考察 7 一 0,r 一 2 时 e. 的 状态 ,得 到 
2m 
VETI 
和 昔 z=0, 刚 当 产 =0 Wu. 
T? BAD. pA ~= "€ 

Put B 

Fr 38 —0. 234 1—-0 BE o —. 


若 a0 90 Bb 
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HRI. DSJ rM 6. LA Z(O 9 Cr GO on KO rE) 
表示 (4. DA 6 一 周期 解 . 
(3) 证 zr, CO REC. 0) 的 6 一 周期 解 , 定 义 了 : 民 RON 
0 1 9 
0 0 1 
—1 0 9 X. 
3 ZG G.S RITZG d EG. 9) 的 解 ( 代 入 即 可 推 

出 ) ,平面 x 一 z+ 十 Xx; 二 0 ERY T Z FERES. 事实 上 , 记 A= 
(1,—1, D, ATZ—(.—1,)2-—-— AZ. 由 于 了 是 奇 的 , 故 可 
$$ VX(GO-VOZD. Ze mj. 特别 有 T2033 OO. 98g 6 一 周期 和 解 ， 
H VOr2O -VXGOG» AA 

(ZO € R12 (TZO) ER)} 
A FEp> ETO =2Q+p). LAAT =I Hi) 
2 G)—12G) —T'2G) —Z2(-r- 65). i pÆ 1,2,3,4.5 中 的 一 
T. 考虑 集 S= (T"Z(001m—0,1.2.3.4.,5 直接 计 算得 mp0 
(mod6). m —1,2,3,4,5— 2, p 3 及 p4. HOE p=1 8 p 
二 5, 这 表示 TZO =u +E TZG) —2G- 0). 3E— 70, 
Z(0-—(0,—r,—rY f 

(C0 —T2€» -P(O 2 —rf(r)y«o. 
—ID2)2Z-—10.HHib 

T Gi AGRADE EA DIEA DIEA 1) 

Cr) un). G)) 
—r.GG)—3aQG— 1.838 2,2 —2 0—2) (6A G. 8) 第 一 个 方程 
得 到 


Ti 


T= " i Z= Ta | > 


T ()——fGG-10—fGG- 2) 


=r GG) EG. 6083 5 一 周期 解 . 证 毕 . 
例 8 考虑 方程 
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= ]D[zrG—104-2(—2)] (4. 11) 

ERE 

y(D-—zG)/[1—2z 02] (4. 122 
Jp ga (4. 12) 积 分 得 

z= [7 9?—11/De*?--1] 
EG fGo)eqQU—10D/GUTDWI £(02-—0, AAA, E v/v) 
220. iit CA. 11) RT RICE A 

y (O— —9 fy G—3)0-- fiy 4—2))] 
此 时 “一 让 8 一 0. 由 定理 2:3 0 ^ 二 (4.11) 有 6 一 周期 
解 . 


可 用 此 法 讨论 方程 
T(E—— nr tm 1) oe arti] (4. 13) 
其 中 ez20,920,0-8x:1. H 0 Jg o e dB b, 
“ak 6l H 0«8«1 时 , (4.13) 有 4 一 周期 解 ”. 证 明 
AR. 


$5 函数 法 
JanmynoB 第 二 方法 不 仅 用 于 稳定 性 与 有 界 性 的 研究 ,还 可 用 
于 周期 解 存 在 性 问题 . 
对 RFDECO 
iG) fx) (5.1) 


B f€cOQ,RO. QCR XC 是 开 的 且 (5, DOTREME-- i7 P V CH, 
9E V oep HAACH E. 
设 总 一 7XTTERRA0 人 在 品 上 连续 ,对 War0 LG,o) 
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20 fü f34y ec C. (gie€ C. pl a) IU 
FED LG. (5. 2) 
HB LEGET r E. 
定义 5.1 RACHAR, AM yE, PEČ Hr. FERR 
LCC) ,使 成立 
[fa p — FG» LO) Ie (5. 3) 
所 有 具备 这 一 性 质 的 fF afin fG.oecu. 
定理 5.1 JG MECO., H Fate = ap ,w= const, 
r> 0o EO. DAR AARO. 4 CO. DREZ ES V G oR E 
第 七 章 定理 7. 4 BH IF. MG. 171) 至 少 存 在 一 个 周期 六 e 的 周期 
fe. 
事实 上 ,由 第 七 章 定理 2.1, 定 理 7.4 立即 得 出 本 定理 结论 . 
引 [ 理 5.1 (Browder 不 动 点 定理 ) 设 SS,S 1] 23 Banach 空间 
2 的 开 凸 子 集 ,s, 是 Z HAAF S CSCS. FS REB. 
ENEEK mf” ES, EEEX U fP'GOCS W f"Goc 
SoM fE S. 内 有 不 动 点 . 
定理 5.2 Wb fG.o9XTTo AAH. 周期 wr ,对 Y 2290, 
J L(G)70.f8 25 eC C. BE] AG.) | LOGOCBECG5. 208 L UK 
ToD. BER OV PEIR V G.QGEXYERXCa LRE 
CDOT EIEEE E pL ER a GO I6GO 4 38H HW] aC 0.5079 
0, H soo] as) — co. 使 得 
aC|gX 0o) DxV (c, ooxzbtC| o) 
(22 TÉTE XE 25 BRUT ol) , 当 32H B elo 220, f£ 18 
Va uoGugD s —.eClgX0) ). 
DRE Ha Beror 满足 下 列 不 等 式 
bH Dala) bia) s&aCg),bCBos.atro.bÓro)sca(r") 
EHHH ER 
rr 2 H,—H (5. 42 
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则 方程 (5. 1) 丰 在 丙 期 为 由 的 周期 解 . 
证 id S—ieg€C.|gl «rx ec C por Ea, | nG 9 

过 x“ ,车 不 然 , 则 存在 使 得 | x, op) =r" :于 是 存在 noon 
«nsus fin (o mr [raap | =r a HRF tE Grt O EM r 
«qxG.) r k. BRER e Eln lE lrun p| <H. 则 在 
TE teot h Euh TE 10e p| =H, lri np =H, ,而 且 
HEG) A Hja A) | «Hi ;在 区 间 [#,,t;] 上 有 [zo 8) | 
<r". HIE, MERRI 

|f G nios) 
BI [xG o. SKL nk 

lx Gsm qois Hd LGG'2;—24) 
F is—unenidUixGsogDIHcarLUtOH;1u—uü BKF r, 
ük EA (2,9 | =H, BA t Seni lenap | or. m rH m 
盾 . MOM BUB € [nt E IxGee 9 IH. Boon ta 

aCr'0caC|z(pn. ag) Ds;VG n Gp) 

SVG; G HDI, Gg |) —5) 
ix E bos ORA. t ecc otv ie Ix, Gr er. 

类 但 地 可 以 证 明 pe Cu, 时, 对 Y (mo nC a3 oc 

Cu 时 ,对 Y £o no.) (<E. 49€ CB] XIV Ies EAXCHON 
<Ir. : 
考虑 ec Cs 时 的 解 0.,0,9) WU] 34 220 E 12(0, 90 | Lr. E 
AIV ir RY rao pp SE, WP ETE EE E08 

Vo Gun 9D Er (5. 5) 
这 是 因为 H«pxrG.0.:0ierOdVW Er 成立. 由 (5.5) 有 

V Gr (Og EV Op) hb Rr) 


因此 车 em EGO Hr] RE V Gir 0, 由)<0. 这 与 730 了 巴 


E. S xg XE tc [oL 66) 4r) M FIONOICHE | =H 由 《5. 
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D>} tE [nrn FH IzG0.9 EH rLO T 2H, V mL CO, 
e [«H,3 V tr E lno |a. 

H REIS... AS 显然 是 C HARAT AA 
rw H Ape Sm zio «re 及 对 iE [0,w] 成 立 ; 705,0.) | 
Ltr*),， 故 5S 被 映 入 蕊 的 一 个 紧 集 二 是 紧 的 . 令 9 一 (PEC: 
Igi « 8). S, (PEC; pl Sa). Hj S, EE ELS 09 SR S. 而 S. 是 闭 
凸 集 . 如 上 所 述 ,对 PES oten WA rp | e 故 存 在 一 个 整 
EX m0 f$ pE S, Bb 1x CO g2 [ea XX x, (0,9 € S,. 

最 后 由 引 理 5.1 二 ff 在 S$, 上 有 一 个 不 动 点 , 即 x09 —6 H 
于 了 4 有 关于 上 是 o 周 期 的 , 即 (5.17 有 一 个 w 周期 解 . 

pio 考虑 方程 

xG)—yG) (5. 6) 


yo- By) Foo pov gíz G0) yu Na 


(车 g(4) 一 六, 则 (5.6) 等 价 于 一 个 二 阶 方程). 设 (5. OUR ALIAE 
“注意 定义 5, 1); 

(DIDIER: | yl X ecBt DG, X Tr yESR DGLy0€ 
C, CD. (ty) 美 于 :是 周期 的 ,周期 为 ,而且 对 某 两 正 数 aA, 
(241v [ZA 时 有 

DG, y)/y27a770 

(DIDE | x | eo E 3E 8E. f(x) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ( 下 
rni iin f€cio» len SL MFE t r dix recto, 
nb RAG. 60. 存在 一 周期 解 . 

事实 上 , 当 > 一 0 时 (5. 6) 是 二 阶 带 有 强迫 项 的 非 线 性 振 费 澡 
微分 方程 . 不 再 在 此 讨论 , 故 设 >>0. 8| AGESEIZ BR W (p, 0 


326 


G ü 
We, p) 一 2F(PC0)) 十 如 (0) 十 和 | 1i dds 


+f Fio [dd 


2 


Fix) =f fea ydu rE 
0 2L 


因此 我 们 有 
Wo or yL ZG, +K |yl x LiytO yG-4-0 


7 
+AT [ya 一 Get+6]ab+Eriyi 一 上 ye+0 ldo 
x 
ik 
lyi >C. A maxCA, 7 1). 


ea 


则 Was ar [' [Ey -2L I yi) ye 01 


HEY Ge 十 0)]dg 一 上 | |y 4-6) | 48 
B 为 ra / 2L., W H 上 和 式 得 
Ws Gr 30 ray G) 
ER E E IC LAC. , 
Wo Gc ap C0) (5. 72 


RR IGCO I SC. a TEE. B 是 这 样 的 常数 ,使 得 
当 |y | SC. BT OR 
21yl 1G. 30 1+ IG 0 | B 


OLEI DM E ERE 


B-2C ,十 了 acC， HaC? -F&— Fix) —1.axd 


B-2C. &-- Tac. HaC ERA FG — 1. c —d 


327 


当 gXO)zod 时 , 若 我 们 考虑 
V(g.do =W p pte 
Vo o Gu y) Wn (ray) Br) fr) pE) 
+| gGia40)2»0 4-048 
x — 2b. v)--2C. E -LrC, — (t 0r kR— FG) 


cay -| I í 3: Q)— 2L | y(t yG 8) | 


Y G MD Misc 1. 


E Xp eco s —d.df 
3E EHE BE V ie R1. EKO | od ,90) 宇 C, 的 情形 ,者 我 们 令 


C 


Vig.) —W(e.do-- i go) 


WKF 
i Ld g.ya t€: ol 
| ise GEX S M 2 a y 十 j y 了 ay 
在 19C0) d 90x —C REE 


VI) =W (pp 5: eO) 


Vise Gr 9C ray! 
XP eO Zd. M 0XEC.O ex dO —C. MR fiin] 
Ht VG» q0—WGp d OC... X E 9000 zd.dODO x —C. 0) 二 
—d ,dGODZEC, ETT 
VG) =W p pC., 
因此 我 们 得 一 站 2238 V py., 8 XE HE 5. 2 B8 28 (9D ,因为 我 
们 有 
IFON FJ GO FC, EV Cp OF 0)) 
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+O. +i atn). 
RH F 由 (5.6) 右 边 确 定 . Dp pE EM 5.2 
B9 SEE CD. 者 必 训 用 如 一 个 正 数 的 办 法 使 0. 容易 看 出 , 若 r 
充分 小 , 则 满足 条 件 rLOGTOOSLH,— H, AAEM 5. 2, (5. 60 XE 3E 
分 小 的 +. 存 在 ww 周期 解 . 


$6 XT iH 


关于 周期 解 的 存在 性 研究 有 以 下 几 个 间 题 ;问题 提 法 ,对 得 与 
方法 ， 

1. 第 一 种 问题 提 法 可 以 简单 地 则 ;对 指定 的 FDE 是 否 存在 周 
期 为 w 的 周期 解 ? 或 者 反 过 来 ,要 寻求 系统 无 周期 解 的 条 件 . 

第 二 种 提 法 ;进一步 变 求 给 出 周期 解 的 近似 表示 ,精确 的 周期 
解 赈 示 式 ,同时 要 求 计算 周期 的 值 , 要求 确 定 是 定 号 周期 还 是 
振动 周期 解 等 等 . 

第 三 种 提 法 ; 若 时 小 系 统 中 有 1 个 (或 多 人 个) 参数, 要 研究 周期 
解 的 存在 性 关于 参数 的 分 岐 (Hopt Ard. 一 种 特有 的 情形 是 , 参 
XE BD E d. 

2. 讨论 对 象 分 析 

(DFDE 同期 解 的 存在 性 问题 与 零 解 稳定 性 问题 居然 不 同 . 
后 者 仅 限于 RFDE 和 NFDE. 对 AFDE 和 CFDE 如 第 一 章 所 说 是 
不 稳定 型 方程 ,研究 稳定 性 是 没有 意义 的 .但 FDE 周期 解 的 存在 
性 问题 原则 上 对 所 有 类 型 的 FDE 都 是 本 能 的 ,对 AFDE 和 CFDE 
有 如 下 的 简单 例子 . 

例 10 考虑 ADDE 


iG) =r) (6.1) 


有 周期 解 x (二 sini. 而 CDDE 
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iQ) —rü— 4) irG4 2) (6. 2) 
也 有 周期 解 r0 — sinc. [EX PR T 77; EXC ERGE YET Br. 

Dm 1 所 表明 的 那样 , 非 周 期 FDE 也 可 能 有 周期 解 . [D 
研究 对 象 又 可 划分 为 两 类 :周期 FDE 与 非 周期 FDE. 现 有 的 研究 
工作 主要 是 研究 周期 方程 的 局 期 解 . 

3. 方法 

研究 FDE 疝 期 解 的 存在 性 的 方法 ,基本 上 都 是 沿用 常 微分 方 
程 的 已 知 方 法 . 当 热 ,为 了 适应 更 为 复 休 的 FDE ,各 种 方法 的 推 
广 并 不 容易 ,必定 要 做 各 式 各 料 的 补充 . 履 改 甚至 需要 许多 具 实 质 
性 的 分 析 技 巧 方面 的 发 展 . 

除了 本 章 介 绍 的 各 种 研究 方法 以 外 还 可 参考 [4][11] 等 等 ,总 
地 说 ,名 数 方法 都 是 针对 某 些 具体 方程 类 的 ,完整 而 普遍 适用 的 方 
法 不 名 ,稍为 广泛 的 方法 是 ;不 动 点 法 ,V 函数 法 与 逐次 芝 近 法 
一 一 这 是 指 FDE 而 言 的 . 
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第 九 章 


振动 性 与 渐 近 性 


本 章 要 详尽 描述 FDE 解 的 振动 性 、 渐 近 性 的 有 关 概 念 ,并 给 
出 一 系列 例子 表达 振动 性 和 衣 近 性 的 典型 结果 ， 


$1 问题 的 提 法 


作为 例子 ,考虑 一 个 常 微分 方程 
zr) dc pBGNO)cMgG GO -—fG (1.1) 

称 (1. 1) 的 解 是 振动 的 ,如 果 对 (1. 1) 的 非 零 解 z(t). 存 在 序列 
(t4) «t7 00 ,k— oo E i r0 —0, 81,2, 7 W r 是 振动 的 ， 
反之 叫 懒 非 振 动 的 . 常 铀 分 方程 解 的 振动 理论 的 应 用 背景 极其 广 
这 ,这 是 十 分 明显 的 ,有 一 系列 相当 完整 的 专著 ,参看 [18 ] 等 等 . 

上 述 定 义 对 和 任何 常 微分 方程 都 适用 . 当 常 微分 方程 中 引入 时 
Ho E EI E EAN FDE ,同样 存在 据 动 性 问题 ,但 很 多 研究 工作 
是 简单 地 沿用 上 述 常 微分 方程 的 定义 ,这 是 有 鹿 陷 的 . 我 们 观察 如 
下 例子 . 

例 1( 第 五 章 傅 18; 方程 


iOD =r (1.2) 
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ga) Og ECU 00,0 ] RFOXECERCEDERI 


0 Occo 
bi 一 


— cost ST ri RT 


2 
i Lum 
(1. 20 8] 8€. 245 ec 一 6 时 写成 


pa) rei% 0) 
3m 
TO = 9X0) t€- E (1. 3) 


—sin£tp(0) d 
按 常 微分 方程 的 上 述 解 的 振动 性 定义 , 它 的 一 切 解 都 是 振动 的 . 


例 2 《第 五 章 例 19) 方程 


(一 一 Et 一 1) (1. 4》 
人 t€ [21,22 2-1] 

aii) = 
Ü £C[2n—]1.2n] nmn-0.—1.-- 


Ho€C-1,D,. B5 103 DAE n0. 
例 3( 第 四 章 例 5) Jf 
zr(G)-—bG)r(QG—10 t0 0.5) 


D tO 
E Oecctz.l 
$ fl 
取 o0. 则 当 £71 时 rgo. 

我 们 看 到 , 例 2. 例 3 的 一 切 解 也 都 符合 党 微分 方程 振动 性 的 
定义 ,事实 上 上 ,对 合 2.25 223. 以 后 可 以 任意 取 序 列 if1) (对 例 3， 
当 l 以 后 (1.} 可 任意 取 ) ,但 此 时 解 xr(f) 尘 0 已 和 失去 原先 “振动 ” 
的 物理 意义 .为 了 排除 这 种 情况 ,我 们 把 FDE 的 振动 性 定义 加 
强 , 考 虚 方 程 
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rD =f ard C1. 6) 


S DG r= fix) (1. 7) 


对 算 子 石 ,的 各 项 假定 沿用 第 四 ,六 章 的 假定 ,并 且 设 (1. 651. 
7?) 的 解 整 休 存 在 且 浴 一 . 

定义 1.1 Br pRO. 6) GEO. XL G.S pH — T e. 
EI To pze EIER SCHO MEICENOENMUE raea pE 
TRAER. 

如 例 2.9613 AR IR, AEAN DL EGR A 
AEEA EEEE. 倘 春 简单 地 沿用 常 微 的 振动 性 定义 , 则 一 切 
最 终 季 解 都 是 振动 的 ,这 是 不 合理 的 提 法 ， 

定义 1.2 rea pE. 6) GREC. 72) 3t, 9) 8— t 3E 
Bsf3EAE.HR YPXEBROXLPIL) 00k [ETE x09 —0, BEBE 
xz 是 (1.6) 或 (1.7) 的 一 个 振动 解 . 否则 称 x 非 振动 解 . 若 一 个 泛 函 
微分 方程 的 所 有 非 最 终 零 循 都 是 据 动 的 , 则 称 此 “方程 为 振动 "的 . 

按照 这 一 定义 , 例 2. 例 3 的 - 切 解 都 是 非 振 动 的 . 

这 样 定义 “方程 为 振动 ”是 有 缺点 的 ,因为 一 个 FDE 可 以 满足 
解 整体 存在 且 唯 一 ,但 不 存在 任何 非 最 终 零 解 ,事实 上 这 个 方程 不 
是 振动 的 ， 但 是 , 依 这 个 定义 从 逻辑 上 可 以 这 样 理 解 ,只 要 所 有 
非 最 终 零 解 都 振动 …… "而 所 有 非 最 终 零 解 全 体 C, 为 空 集 . 因此 
还 可 改 为 

4EX. 1.3 设 员 .6)( 或 (1.7)) 没 有 不 是 八 解 的 最 终 零 解 (以 
下 简称 “ 非 鹤 的 最 终 零 解 ” ,并且 它 的 一 切 解 都 是 振动 的 , 训 方 程 
称 为 是 振动 的 . 

5EX. 1.4. 设 (1.6)( 或 61. ?7 的 所 有 非 最 终 零 解 都 是 振动 
的 , 且 Cv 天 好 ( 空 集 }, 则 称 此 方程 是 振动 的 ， 

这 两 种 定义 供 不 同 的 应 用 背景 选择 ， 

如 上 所 述 , 对 各 类 FDE 原则 上 均 可 研究 解 的 振动 性 问题 而 不 
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局 限于 (1. O. 7). 问题 的 提 法 大 至 上 有 以 下 儿 种 : 

(1 判断 方程 至 少 有 一 个 振动 解 - 

《2) 判断 方程 的 所 有 非 最 终 零 解 振 动 . FRE X1. 3 9X, 1. 4 判断 
方程 的 振动 与 否 ， 

(3) 判断 方程 的 一 切 解 非 据 动 . 

(4) 判 斯 方程 是 否 存 在 最 终 零 解 . 

这 些 问 题 中 ,《4) 是 十 分 困难 的 ,注意 到 人 入 1 一 3 都 是 点 态 退 化 
的 , 那 末 是 得 把 点 态 退 化 的 FDE 排除 出 去 恒 可 以 断言 方程 必 无 最 
终 等 解 ? 这 是 一 个 尚 待 研究 的 问题 . 无 论 如 和 何 ,这 种 说 法 是 不 全 面 
的 - 因为 例 1 和 例 2、 例 3 不同 ;虽然 它 是 点 态 退 化 的 ,但 它 并 没有 

最 终 零 解 ,而 有 一 切 解 都 是 振动 的 . 
我 们 注意 到 已 知 的 大 最 关于 振动 性 的 研究 工作 都 是 简单 地 引 
用 常 微分 方程 原先 的 振动 性 定义 ,没有 排除 存在 最 终 零 解 的 可 能 
性 .对 这 种 状况 有 两 种 建议 ， 

(1) 把 常 微分 方程 解 的 振动 性 定义 作为 FDE 解 的 振动 性 定 
AX ;而 把 定义 1.2 或 定义 1.4 意 闵 下 的 振动 性 称 为 “严格 振动 的 ” 

(2) 把 常 微分 方程 振动 性 的 定义 用 于 FDE 时 称 为 * 广 义 振动 ” 
MUERTE 1.2 给 出 的 据 动 性 . 

我 们 个 向 于 于 忆 ) 的 提 法 . 

EM 1.5. Brue pA FDE. 6)( 或 (1.7)) 过 (co 内 的 解 ， 
T3 (0.9) 2o. ERY rH AHA Ino 0€ Iro, 
g) [«00 . WR za 他 为 一 最 终 正 解 ( 或 最 终 负 解 ). 

从 这 个 定义 出 发 ,我 们 所 谓 的 振动 解 是 ;, 既 不 是 最 终 正 解 也 不 
是 最 终 负 解 的 捕 形 . 产 格 振 动 还 要 求 不 是 最 终 零 解 的 情形 . 

在 严格 振动 的 定义 1. 2 中 提出 了 “ 非 最 终 零 解 " 这 一 限制 如 何 
反映 在 方程 的 构造 中 ? 这 是 一 个 丰 当 困难 的 问题 . 换言之 ,如何 给 
出 无 最 终 和 去 解 的 条 件 ? 这 个 公开 问题 是 很 值得 探讨 的 ,希望 至 少 能 
得 出 一 些 充 分 性 条 件 . 
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32 两 种 基本 类 型 FDE 的 振动 性 


本 市 介绍 线性 上 自治 系统 与 一 阶 系 统 的 振动 性 - 
1. 线性 自治 DDE 的 振动 性 
设 r€R. 考虑 诸 方 程 


r= Ari + Bra — r) (2. 15 
GG) Cr) — AzG + Brr) (2. 2) 
rG)—AÀrG)TBrG-—D-cDzG-McTr) (2. 3) 


其 中 A, B.C.D H nX n 常数 阵 . + 一 const. >0 它们 相应 的 特征 
方程 为 


AW = |AI— A— Be | 20 (2. 4) 
hA = |APTCAe "—A— Be *|—90 (2.5) 
hA = |AI— A ~ Be " —De"|—0 (2. 6) 


由 第 二 章 的 结论 即 推 得 

引 理 2. 1 Q. 1) 的 特征 根 和 振动 性 之 间 有 如 下 关系 (不 妨 设 
《2. 4) 无 重 根 ). 

(202. 4) 的 一 个 非 实 根 ,对 应 (2. 1) 的 一 族 振动 解 CCE 
R. 

(202. 4) 的 一 个 实 根 4 对 庶 (2. 1) 的 一 族 非 振动 解 Ce, CE 
R. 1 

(034 HC 96 (2. 4) 没 有 实 根 时 ,方程 (2. 1) 的 一 切 解 振动 ,或 
者 说 方程 是 振动 的 . 

事实 上 ,对 有 重 根 的 情形 引 理 结论 也 成 立 ， 

引 理 的 结论 对 (2. 2) (2, 3) 及 其 相应 的 特征 方程 (2. 5042. 6) 也 
成 立 . 证 明 从 路 . 

335 


对 这 些 方程 的 各 式 振动 性 问题 提 法 有 大 量 的 研究 工作 如 [18] 
等 等 . 这 里 只 作 举 例 性 介绍 . 让 读者 了 解 一 下 处 理 问 题 的 方式 . 
考虑 一 阶 NDDE 


Zr) -- prt —7) dz (5) 0 Pe (2. 1) 
其 中 53.020,50 RUE o 为 初始 时 刻 , 对 应 的 特征 方程 为 
h G0 — At phe “+ge " —0 (2. 8) 


9|182.2 (2. D JG, SCR BJ 4 SE IR [TZ c 62 0 sr. 这 也 是 
(2. 72 — 9188 fx Sh EAD 3E 2 (I. 
现在 给 出 (2.7) 一 切 解 都 振动 的 判断 准则 . 
(DE p>0,s >r 引入 参数 三 080, 五 (有 十 五 人 0) 及 待 
SE ^6 E a7» 0,62» 0(a4-6— 1). JE A CAO PÁCES RI 
h CA — A+ phe "Ege" 
=| HBHH je t k] + [k Ben" Hage *- 
HP pA H Hige 777 e^" 
TT Ae” 


FD =A BHH Je R (2. 9) 
Fa =k Be "cage * (2.10) 
AOD = pà- Hd bqe 777 (2.11) 


HO. 92(. 100€2. 112 f& i ftlizk 
f Q2 Con ouai HY» — no BHH) 417-4 


(2. 12) 
FIO f n $25 k— BG n (Bre (2.13) 
E (sg 
. 2 dla bgts—r), p bg Cs— zu 
f,002 f Coon ASLO P )— Hn n 6D qn 1i 
(2. 14) 


dz E 
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fFGD020.A€ R 


REM aL 
(BH re It*™ (2. 15) 
ag>- i Bion praA 0 (2.16) 
pa> -expl -1 +H G—7)/ pla A770 (2. 17) 
我 们 取 
A, A, 
a—4 Fa > b= pa 709 ts] 
(2. 160 (2. 17) 等 价 于 
g> TO) B exp —1+HG—r)/p] 
(2.18) 
于 是 有 


定理 2.1 3 po0.57r RR E C2. 150 9€ 870,B 70, 
B4 H70.7 5 8g(. DA — VL t Sn DE LA SR T E C. 18). 

注意 到 不 等 式 (2.18) 中 取 (2.15) 中 种 种 不 同 的 KL BH 的 组 
合 , 可 得 到 许多 不 问 的 充分 条 件 . 特 草 地 , 取 


H—o,K- l.l. g= le 
r 5 r 
它们 满足 (2. 15)， Ane 18) 1E 3g 
P Ql 
qe 


(2228 4L Rf pcc poa LR pco.-—r B 
形 可 以 得 出 充分 菜 件 . 

综合 必要 逆 件 和 各 种 情形 下 的 充分 条 件 ,得 出 两 种 情形 下 的 
TEPA g "n 

3382.2 限定 peer ,我 们 得 振动 性 关于 4g 的 条 件 . 


CD 2-0. 522 2r BE rer 0C p o SA LOU 
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一 切 解 为 振动 的 充 要 条 件 是 


Rr Qa 


È 是 1 一 四 一 SF 十 13 _ 1 
q2 ye db: (2. 19) 
其 中 上 >0 满 足 关 系 式 
ks li £p P 
(二 (2. 20) 
(2)34 p«0,r25s 时 方程 人 1) 的 一 切 解 振 动 的 充 要 条 件 是 
o>[ 革 -之 一 过 pres (2. 212 
RH £0 满足 关系 式 
pos) ke (2. 22) 
5 r—s 
证 明 参 看 [181. 
2. 一 阶 非 定常 系统 的 振动 性 
考虑 一 阶 微分 不 等 式 及 方程 
y+ go yG— r2) x0 (2.23) 
yG T pO yG—rOG)D Z0 (2. 24) 
yG T pGoyG— r0) —0 (2. 25) 
i 8 (1) 一 t+ 一 f(t)  BGROg GO OEÉR S pXESE, Hime CO = 
--oo , Kil 
EH 2.3 车 成 立 
lim | pGds 1l (2. 26) 
pon J etri E 
则 有 


(1)(2. 237 无 最 终 正 解 . 
(2){2. 24? 无 最 终 负 解 . 
(3) (2. 25) 的 一 切 解 都 是 振动 的 . 


E PARE e ORR, IO = Le CO ,不 难 扒 
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出 (2. 2088 lim |^. coa 二 
HECO 证 yE 23) 的 一 个 最 终 正解 ;对 ftir y(t) 
>0. 由 (2. 2603 t, > ;使 得 


[| bdsm (2.21) 
gu 

BTyGO«O.mn. 8.2322: EE EE e GO SIR 4p 18. 
nry DDES bGdss ora. JR RF z> t hf + 


InCyCé g D / y G0) >| bod. BlXecerXbV zx 之 0 成 立 


Sy Uya Sect zh. 重复 上 述 做 法 之 存在 序列 {t#} ,使 得 
yG GM / E GOP G2 (2. 28) 
HO.272,3 t* 使 得 


f plsyds> ,| pm um, 
gn 2 1” Z 
HADA gGOSI c 积分 得 


yG' )—» 9» [ pis2y(GgGoodszzo 
gas 


这 意味 着 

»GODZyG G DS (2.29) 
XM. RITE 

y) yt +f. Pyle G)Ddss;0 
Rf 

yG O22yGG (2. 30) 
合并 (2. 29) (2. 30048. 

yG X2 yGG 0 CY (2. 31) 
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由 上 2. 282 (2. 312 f 
(二 ec ISh (2.32) 
Xt E k Aa K.E eey > (二 ), 由 于 cc 1, 这 是 可 能 的 .这 与 42， 
3204- &. 
完全 类 伏地 证 明 (2)  müg C1 (220 OD. EHE. 
定理 2.4 设 (2.25? 中 jor PER, H pre 拟 1, 则 (2.25) 有 - 
个 非 振动 解 . 
证 ”此 时 (2.25) 是 自治 线性 的 ,特征 方程 为 及 (4) 二 A 十 
pexp(C— Ar) 0, ar BERE HB ACQO— 80H 


-4 Zi Pre—l 
AK m= P tpe *- 


73 非 负 实 数 4E [一 二 ,0] 使 expii 是 (2. 25) 的 一 个 非 振动 解 . 

推论 车 p,r BES. WOC. 25) 一 切 解 都 是 振动 的 充 要 条 件 
是 pre. 

例 4 考虑 方程 

yGrTe!yG-—1D--0 (2. 33) 

有 一 个 非 振 动 解 viO—expC—D. 事实 上 ,因为 pre —1, 18 EE 2. 
4 即 得 . 

例 5 对 方程 


1 t 
Tanp 0 (2. 34) 


KR pO =en =E. 显然 有 


f plsids—e I 
所 以 方程 (2. 34) 不 满足 条 件 (2. 26), 事实 上 ,方程 (2. 34) 有 非 振 动 
HE v) 二 [a 二 一 ]/1n2. 
定理 2.5 车 户 .rrEC(R ROGO REN E. 
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y(t) 十 


limg(£) —--co,lim| | &COds»i (2.35) 


Wi C2. 25) 的 所 有 解 都 是 振动 的 . 
证 不 失 一 般 性 , 设 y(1) 半 0 是 一 个 非 振 动 解 ,使 得 ytg (2)) 
0 由 (2.25) 自 5 到 zz 积分 ,我 们 有 


yOI— yigit) ) 十 | by G G)ds—0 
由 (2.35), 上 式 可 改写 为 
ytd p(s)ds—1J<0 (2. 36) 
git 


Hi (2. 36) 及 | pod i 充分 大 时 成 立志 矛盾 . 定理 证 毕 ， 
例 6 考虑 方程 
IOHA THH (全 ) 十 cost]y( 一 全) 一 0 (2.37) 
KB pG)— (Z2 Te 0QG/z)hHcost-04€ R, H 
[ aee [ i VZ Fe 0 E) c cossds 


一 w 2 te !-- sint --cost. 
故 


lim hd 
所 以 不 满足 条 件 (2 26). 然而 有 
lim i POMdse2 20e 
— T" 


B. 
定理 2.6 X; bP.gcCUR, R gt lmg) =+, H 


lm| psds<e- (2. 38) 


I^ SOS git) 
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则 方程 (2. 257 有 非 振动 解 . 
证 IER TO. 25) 形 如 


y) 一 exp| AGOds (2. 39) 
的 解 ,其 中 ACC 
AG) — — pOexpC— | 36045] (2. 40) 


c 是 初始 时 刻 , 若 技 到 实 值 图 数 AGO S IE C2. 40), 则 认为 定理 已 得 
证 . 定义 算 子 
ruo er) A(s)ds] rte 
qr) tE [e— r.c] infgG) =0—r,r>0 
是 Cue 一 + ,十 0),R) 到 目 身 的 非 减 连续 算 子 . 由 (2. 38) 可 选取 
5 已 及 + 使 得 


(2. 41) 


ef xod ze (2. 42) 
id p= —ep x0. 在 (2.41) 中 的 有 成 立 ， 
Yo EA EO t€ [ecra] (2. 43) 


SEA ,€cae—r,4- 90), R0. H1C€2. 412 (2. A3) 
(T0 一 一 Apexp[ 一 | GST — ep) v (az 
gu 


& ry -—0,.€[e—r,J c). 网 有 

(Tr orit) 
由 yenn Ta HoysmTysmT amore 

4 yn = Ty, 满足 EE a S r BEES e EP £y. 18S 

于 极限 *, 由 Lebesque KAER Ty. AF TA i TA=1, B} A d 
[ec 一 r* 十 cc) 上 的 一 个 连续 函数 . 进而 

ys SACO Sn D EC 一 (2. 44) 
XOR WES (2. A048 — Ar ECo — r.c 09) EXE SEIS IE CO ,独得 
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y(D 一 exp[| XG)ds] (2.45) 


是 (2. 25}) 的 一 个 非 振 动 解 . 
现在 考虑 比 (2, 23) (3, 24)(2,25) 稍 为 一 般 的 方程 


»G T-aQG y+ pti y G-— 0x0 (2.46) 
yG)d- aO y G) T Gy G—r22z20 (2. 47) 
ya y GO tp y G— 7) —0 (2.48) 


这 里 r— const. 7-0. 25 £220 If a (02220. p (0770, JE SE E. 我们 
有 


329 2.3 Em 
lim pGYds Lexpc— lim| aGds) (2. 49) 
lim E ,PGds-0 (2. 50) 


则 (2. 4608 B8 E IER. 
证 者 (2.46) FERRER y OO LWUS 0o B] 9 G)20.6 为 

充分 大 的 数 .于 是 当 tg 十 rf BEyG—020.80.46) 24 £24- 

rR} y(O«0. PHIL? £—o4-2c BF y CO y G— D, 

yG—r) 


W(t) = ») ,t6T2r W(D)-—1. (2.51) 
用 yGOX ER (2. 4609834118 
PR a0 BOW GOsCO ro 2t 


H t-r 到 + 积分 土 式 得 
my(D 一 InyG 一 D 二 | «cse oods<oc>o+3r 
由 (2.51) 有 

mwoXm| aes poasit (2.52) 


得 由 1 一 rt/2 到 + 积分 (2. 46). 注意 ?( 的 是 递减 的 ,有 
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T 
yt) n 
1—— 和 十 | ads 
yir) — (2. 53) 
viGr—r)[' 
ILL SEL. 
yG) Jenn OFS 
A 
ye) 1 十 NX | ACs)ds 
人 一 一 ]】 他 一- 一] 2 
MEE (2. 54) 
yG-—r1) f c 
T3G—rj/2) aP OESO 


令 jim 琵 人 二 人, 则 à> 1. 它 可 能 是 有 限 的 ,也 可 能 是 十 22. 分 两 种 
情况 分 析 如 下 : 
CA 为 有 限 的 情形 . X1 (. 52) 两 边 取 极 限 得 
InXlim| odds+ alim] pds 
其 中 < 充分 地 小 .因此 
lna lm| »wslim[ a Gods 


由 Tmexümilim| Gs) - —ladinl POM) — 1. 
所 以 有 B 

ndim| ex4ox—i-lim[ pods 
或 者 | B 


limf FAC Jds Texp ( -limf a(s)ds) 


ix 


这 与 条 件 (2. 49) 不 合 . 
(2204 为 无 限 的 情形 ， Blimyt r) / yi ec. H TO. 500 
B a9. 由 (2， 530-9limy(— 5 )/ yE) — co , alimy(i—7/yG 
—r/2)-—00.3X Hj (G2. 54) 2F TÉ. P EC (3 S PRI SE 
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类 似 证 明 可 得 

引 理 2.4 著 引 理 2.3 条 件 满 足 , 则 上 2. 47 没有 最 终 负 解 . 

由 引 理 2. 3.2.4, 若 方程 (2. 48) 没 有 最 终 正 解 和 最 线 负 解 , 则 
它 的 一 切 解 振动 . BU 

定理 2.7 车 引 理 2.3 的 条 件 满足 , 旭 方 程 (2. 48) 的 一 切 解 
是 振动 的 . 

考虑 (2. 46) (2. 47) (2. 48) 的 特殊 情形 , 即 a GO RI P GO 431A 
FHP aM pazo, p0. B 


y tayt py C — 7) 0 (2. 48), 
yG)-crayG)3- py G— 12:20 (2. 475, 
yE tayt gy(G—0 0 (2. 48), 
此 时 条 件 52. 495 (2. 50) 退 化 为 
pr» le^ az (2.55) 
定理 2.8 id 
prx Le "a0 (2. 86) 


则 (2. 46)。 有 最 终 正解 . (2. 47)。 有 最 终 负 解 , (2, 480, 有 非 振动 
解 . 
证 先 证 2. 46)。 有 最 终 正解 ,考察 (2. 46), 具有 形式 yo 
e 的 解 . 它 满足 特征 方程 
AG) — A Fa pe^ "o 
Hi. 56) 
hC- -ayz lacra pe imt lo log 
EE C2. 460, 存在 正解 e "7*9". [3] HB C2. 47)。 TE TE RARE —e- 000 


EUG h FAOS t—a)«023 一 个 4 的 区 间 [ 一 二 


—a.,0] Efi fld e" E C2. 48) 的 -一 个 非 振 动 解 . 
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直上 述 结果 得 

定理 2.9 对 (2. 46) C2. 47)of2. 48), MI: 
(2. 460, PB RAEE. 

(2. 40, RA FEE A RE. 

(2. 485, 的 一 切 解 振 动 . 


的 充分 必要 条 件 为 pe Le ya30， 
例 7 方程 
y) yG—5)-—0 (2. 57) 


pr. 立即 可 以 验证 (2. 570 LIE AR FE C2. 550 (2. 5D BT BI 
有 解 振 动 (事实 上 第 二 章 中 已 指出 存在 周期 解 y D — sint, y CO 


一 eeost 7 


33 SP FDE RRR 动 性 


由 于 二 阶 系统 的 力学 意义 极其 普遍 ,这 类 方程 在 振动 性 的 研 
究 中 占有 很 大 的 比例 ,限于 箱 幅 ,我 们 仍 坚持 着 力 于 基本 概念 的 阅 
述 ,并 以 最 简单 的 方程 类 为 例 介绍 解决 问题 的 方法 方式 . 考 虚 二 阶 
方程 


»G altyn [Lp to ])yG&—20 2-0 (3. 1) 
定理 3.1 B aUze0.qGO2z0 E, ER, ' 志 ;T+ 是 正常 数 且 
peel (3. 2) 


则 方程 (3. 1) 的 一 切 有 界 解 都 是 振动 的 . 

证 ” 若 结 论 不 真 , 则 (3. 1? 存 在 有 界 解 yGo TER o 充分 大 时 
Hoy(G0270,£2»0 4 t272-E2r 时 ,成 立 y (2472070770. 由 (3. 1), 当 
fo 二 2r B] y 002-0. E v COR E E yO AR G. D yG07» 0. 
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rG)-—yG) —pyG—o0 (3. 3) 
则 x25 t 充分 大 时 为 针 . 对 (3.3) 两 边 求 导 得 
T=y0)— py(t—r) 
于 是 有 
THF pratt = ya) pyu nO pyur) 
— p yla Irma ly Hg yG—2:) 20 
即 
rz) prG—:020 (3. 4) 
由 条 件 prol 及 定理 2.94945 (GG. 4) 没 有 最 终 负 解 . 与 (3. 3) 
才 盾 池 定 理 结论 成 立 . 
对 方程 
ya dy — p? GO y (t— 27) —0 (3.5) 
我 们 有 
定理 3.2 RG. DH a0 290, 800290 连续 ,i: ER, ,rf 二 con- 
st, 20,205 | E 2. 3 JOE IE 2. 490 2. 50) 成 立 , 且 
BU[BGO—RG—D mERGEO (3. 6) 
则 方程 (3. 5) 的 一 切 有 界 解 都 是 振动 的 . 
证 FAETH WFE. 5) 的 一 个 有 界 解 yz) ,使 得 对 是 
KEJ ER, E y(0270,.£a22 t ENSE XT. y G0. 4 
x) —»y(0)—pGwyG—D (3. 7) 
Wl r(O :3EACKRRB REG. DRRR 
x()-—yG) —pG»yG—D—pG yG—0 
我 们 有 
rcp xG—0-—3G) —$03y0—0— pO yG—7) 
cTpGyG—-o0—pG pG—o0yG—-210 
=a t) yN T p'(OyG—20— 9 GyG—0 
— pO) pü—r yG-—2r7) 
—aG)yG) pp — pG— 0 1yG— 20 — pOD y G— 
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T) 
Spl —pG—20]yG-—2:0— p! ayr). 
由 于 YyG0.9G)« 0,25 t£ EAR E 
Oc yr r) y(t 2r) 
X BG. 68 
PWDL —pG-—D ]yG—20 22 pGDyG—7). 
BK zGO T pGrG—D20.H918 2.4 它 没 有 最 终 负 解 ,这 与 (3. 
DIE. 定理 得 证 . 
对 非 线 性 二 阶 纯 量 FDE 也 给 出 一 个 例子 . 
giyGD- G yt yp yt) ylg(t))) =0 (3. 8) 
BEG. 8) 的 解 整 体 存在 且 唯 一 . 
注 3.1 3.8) 实际 上 是 一 类 方程 ,在 下 面 关 于 gg,f,p,9 的 假 
定 并 不 能 避 证 解 的 整体 存在 唯一 性 , 由 于 这 个 前 提 不 是 本 章 的 讨 
论 内 容 , 所 以 只 作 上 述 的 定性 假定 . 
RG. DP pOg ORKER PR rm o0 p (0 c.g G2 R 
A 3 9k EDS SUB. FO w XXE EE OCOE EE 
定理 3.3 车 满足 条 件 
CO uso 同 导 时 (yuyv yw,x) 与 wv 间 导 ， 
(20yg tt y2770. 
(3235 e f E Ang Eg. .,902970, X28 y 70 RB] gr DO, 3H 
y«9 Bj gi syy E0. 
(4) 对 正 的 单调 RE CSE B 68 ERCUSE RIED aT BERE y GO x 
一 5c 时 


i[ | FGodadr-e co Gk 9) (3.9) 
则 (3. 8) 的 一 切 解 是 振动 的 . 
这 里 记 导 下定 义 为 
fG.yG yp y! GO yG GOOD A FO) (3, 10) 
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证 CHERIE) 设 定理 结论 不 成 立 , 则 存在 非 振动 解 
ya) 不妨 设 3 6270, B8 eZ BI y GO 0, HIT too RB] pO — 
co-»3 Ton AR IT BI yao, HRERL. 

&B XOT h FeS MA ga yO 
此 时 g(z,ytf)) 单 威 , 可 分 为 两 种 情形 考虑 之 . 

DOE T BE oe yao. gi Cty GO tHe yt) y' 0) 
六 0; 由 条 件 (3) 得 

CAPA Di 


3 人 一 全 »- 
Eg ,G. y) 
B[ B, yo £29 T 时 为 止 的 非 减 单 调 函 数 . 
HEFG. 80A, TA 2 GT T2334 FE 3L 


EEIE =E T yO FET TVET | | Fedadr 


Et A TF (4279 24 1 一 时 上 式 右 边 第 三 项 是 比 第 二 项 高 阶 的 
无 穿 大 量 , 故 上 充分 大 时 gy GO 0. HK EQ y (O0. 这 
与 假设 GLO. 

DFT TH gy, WM h FST Hea, 
6) 单调 减少 全 当 x2zT 时 有 

gGiyGD Sg») «0. 
从 了 SIEG TOUT HB 

git. y OD g Oh TDF Tayl TDG T). 

34 col}, EREL NET oo CRACK. gy (OO 
0, Hr RECO y G«0,xXx5 y(1) 03H. 

对 于 T OH] yGO)«0 的 情形 有 类 似 结 论 .证 毕 . 

关于 二 阶 系 统 的 广泛 研究 还 可 参考 [1 的 .这 里 不 再 罗列 这 些 
工作 的 具体 内 容 . 
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TEE JT E E EE UE: 


E 70 年 代 初 期 首次 出 现 研 究 n Bp FDE 振动 性 的 研究 工作 以 
来 ,至 少 有 一 百 多 篇 专 论 这 一 课题 的 工作 . 然而 由 于 问题 的 复杂 
性 ,无 论 从 方法 上 ,还 是 从 最 终结 果 来 看 都 仅仅 是 开始 ,还 谈 不 上 
有 普 迪 适用 的 方法 与 系统 的 判断 准则 . 由 于 一 阶 . 二 阶 是 本 节 的 特 
殊 和 情况 ,所 以 有 几 点 综述 性 的 观点 留 在 本 节 给 出 . 


1. 解 整体 存在 性 的 保证 条 性 


在 振动 性 论文 中 ,有 一 类 是 十 分 模糊 的 形式 推广 .作者 甚至 不 
知道 自己 给 出 的 准则 有 没有 方程 类 适用 - 换 句 话说 ,满足 所 有 指出 
的 条 件 的 方程 甚至 不 存在 连续 解 ,因而 准则 也 就 失去 意义 . 例如 考 
虑 方程 

yG 5G) yG—rG, y(0)) 一 0 (4. D 
Kr yGD0-—gO HOU gi -—r—agO FEER 
为 

yp lyg) —sCO (005 —0 (4. 2) 
W (gt 满足 定理 2. 3 的 条 件 , 若 xy?)? 是 一 个 有 界 非 负 连续 
函数 , 则 (4.2) 的 每 一 个 解 在 条 件 (2. 26) 之 下 都 是 振 劲 的 . 

事实 上 ,不 失 一 般 性 可 设 (4.2) 的 一 个 最 终 正解 为 y CO 0 0st 

DR S2 aL 
yGrGJ)—sCGiG))) E 

由 此 得 出 yao H yi GDsyGi)—sCOG OD. 8 
yG t pG yG GOD ED 

这 与 定理 2. 3 了 矛盾 . WERE. 

上 述 推 导 在 逻辑 上 完全 正确 ,但 方程 (4.1) 的 解 是 否 存 在 ? 迄 
今 只 是 一 个 恋 而 己 , 车 sy(t)) 相 当 复 杂 , 是 否 存 在 连续 解 完 全 元 
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法 预料 ‘参看 本 书 最 后 一 章 ). 
又 例如 8 3 中 方程 (3.8).g(2) 只 假定 是 一 个 连续 函数 ,p(t) 连 


&H poo. E p— eo) - ST RI (3. 8) 是 一 偏差 无 界 


的 混合 型 DDE. 它 的 Cauchy 问题 提 法 还 只 在 探索 之 中 , 解 的 整体 
存在 性 更 不 知道 . 我 们 不 能 排除 这 样 的 可 能 性 :对 符合 定理 很 定 的 
Sfora ARAS AEG. ONTEER REPERE La, 
二 ee) 上 的 整体 解 ， 

所 有 这 类 型 的 研究 工作 ,实际 上 都 沿用 了 一 个 直观 概念 * 强 
解 " 一 一 代入 后 能 满足 方程 的 函数 e GO Ge GO $E XXE La. oo? E, 
8k OR EO. ER Cauchy 问题 如 何 提 法 ,也 不 管 这 种 解 是 否 
存在 ,或 者 确切 地 ,整体 解 存 在 与 否 . 

我 们 在 这 里 提出 问题 是 想 开 达 两 良 意 思 ， 

(1) 至 少 在 这 类 扰动 性 研究 中 要 指出 ,“ 假 如 整体 解 存在 , 且 渍 
是 …"…* 则 解 是 振动 的 ”不 据 动 的 ,或 者 所 有 解 振 动 }. 

《2) 敦 促 对 这 类 方程 尽快 建立 基本 理论 ,而 绝 无 全 盘 和 否定 形式 
逻辑 推广 工作 价值 的 意思 . 


2. 方程 解 的 振动 性 依赖 于 时 淆 


由 于 常 微分 方程 对 应 于 r+ 二 0, 所 以 它 不 会 出 现 振动 性 依赖 于 
EHARA E FDE 则 不 同 ,考虑 一 个 最 简单 的 例子 . 

例 8 porco 都 是 常数 ,方程 

y+ pyG—7)-—0 (4. 3) 

F PO 给 定 ,rE Ri 作为 参数 变化 ,由 定理 2.4 坊 当 prescl 时 (4， 
3) 有 非 振动 解 . 由 这 个 定理 的 推论 叉 有 ; 当 pre 1 时 (4.3) 的 一 切 
解 都 是 振动 的 一 -方程 (4. 3) 是 振动 的 , 当 p BECA. 3) 振动 与 
否 完 全 由 rf 确定 ,并 且 7 一 pe ! 是 一 个 分 岐 点 ， 

这 种 情形 通常 叫做 :由 滞 量 本 身 产 生 的 振动 . 这 是 一 个 新 的 研 

351 


究 方向 ,特别 对 非 线性 系统 ,研究 工作 刚刚 开始 L421.. 
3. 高 阶 系 统 的 振 荔 性 


对 n 阶 FDE 振动 性 有 综述 性 文章 和 专著 [L18J]. 这 里 先 考虑 方 

程 
x 0 TpGODfGEgQGD-—gD (4. 4) 

其 中 rER 基本 假定 为 

(Dg€CQOu, 只) ,gECCR, ,R). 

(2gCcCG, .R).g(-—oo,34 tco. 

GIEC, RORIS, HB uA B] uf Cu) 0. 
我 们 有 

定理 4.1 GL DELE EXRZRTEGOO GDG, H4 £0 时 ， 
pGYzm0,3 一 个 Rt+ 上 nn 阶 连 续 可 微 的 振动 浮 数 RC) 使 得 RTO) 
=q u). 再 设 对 ¥ AZOVAÉ 


Cm| POSAR EG) ds =. 


lim) POSARE) ds =— eo. 


M 2 为 偶数 时 , (4, 0 iJ. 当 n ARAR. 4) 的 解 或 者 是 振动 
的 ,或 者 当 1 一 oo 时 [zxC) 一 RC(z)] 单 调 殉 于 零 . 若 上 述 积分 条 件 当 
4 一 0 时 也 成 立 , 则 当 n 为 奇数 时 (4,. 4) 是 振动 的 
证 设 n 为 物 数 , 量 上 述 杀 件 (4)(5) 对 Y A0 Hr. 车 方程 

CA. DAERA., MEFE., DRJ zt) 一 0yt 守 aq, I wt) 二 (7) 
— R(GDO € [0,050 , Kl] «GO WIE Jr E 

uP AHPOD Gr G))--RGG)) —0 (4. 5) 
由 于 uD-RG)0,£€[o,00)23 nzzo 使 得 

u(gG --R(GG))20 tzo 
因此 有 
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u (= pof D) ROGO SO. — (4.6) 
之 w(t) 的 各 阶 导 数 u7 G)(8—1,2, n RARE B LH Elo, 
cc ) 上 会 恒 等 于 OGEHER ET E E ul? Gos0, JI 50 (00. 与 条 件 
OPT. 显然 , 当 : 上 充分 大 时 at 严格 单 增 或 严格 单 减 , 设 + 充 
分 大 时 uG 0, 4A enm 使 得 当 (6e BI uGOco 


— Rg 2) ug) «0 
i5 ROARDA RETA t 充分 大 时 u G0. B u(t20, 
et u P 290. CJ nz (il 

u" (12290 ug UA OE, (4.7) 


Ar AGB IG DA nS Imma. 
«o7 0) ma Go | [pf Gi ls) HRE ds 


Kw o | POFRE) ds 


(4. 8) 
由 此 推出 mu" (G2) — — oo. XX 5j (4. 0j. 

Pr VASA t RARI xc) 婚 非 最 终 正解 又 非 最 终 负 解 ,又 非 振 
Bu KFE GE 0 HI 6G. 24 £290 BE xz GO «0 Bü EE RT SEU 
究 , 得 出 相同 结论 .之 方程 (4. 4) 的 一 切 解 振动 . 

Ain 为 奇数 的 情形 . 若 上 充分 大 时 u (02-0, RUE GO EHE fn. 
在 上 充分 大 时 402)<0, 则 #404) 最 终 为 止 . 这 两 种 情形 均 可 推出 :一 
co 时 (O= r() — RCO BGOBEUECTE. 0. 若非 这 两 种 情况 , 则 采用 ”为 
偶数 时 的 沦 证 方法 可 证 得 (4. 4 的 一 切 解 都 是 振动 的 . 

现在 讨论 为 奇数 且 A— 0 时 条 件 (4) (5) 成 立 的 情形 ; 当 4 一 0 
C4755) 成 并 地 4 之 0 时 (4)(5) 当 然 成 立 . 从 而 对 为 偶数 情形 的 定 
理 结 论 成 立 . 当 n 为 奇数 时 ,由 (4.8) 可 得 


u" OKLU Ce) -f PGYfGG Gds tt, 


hE Rime " (G0 = —oo , limu (G2 — — 69. 这 与 «(0750 7F I. 
at) 最 终 为 负 的 情形 可 得 类似 结论 , 即 +() 是 振动 的 . 证 毕 . 
推论 4. 1 设 Fa 一 zx 为 GS BE AIEO 

(3). 24 £220 Hf pO 00. q,R 如 定理 4.1 Bri. XE m—1.2, 


[oar oo. [^o IRCE) "droo (4. 9) 


则 定理 4. 1 的 结论 当 AO 时 成 立 ， 
事实 上 , 当 A50 Bir 


2j41 


CHREU = 2 e )àHt 1I Rg) 


(4. 10) 
立即 得 出 . [3] EUR 
推论 4.2 设 推论 4.1 中 的 条 件 (4,9) 换 为 


lim POIRE) Tdt=o0 


iX. 


limf POREO de= 
对 某 一 个 俩 整数 mOSM, Bx A 0l, 2, ……， 
m—l,mtl, saasa :2;T 178 
INTO IRGr (DO [dt «co 
则 定理 4. 1 的 结论 当 A 天 0 时 成 立 . 
对 有 界 解 的 振动 性 有 如 下 结果 . 
定理 4.2 设 定 理 4.1 的 条 件 成 立 旦 只 是 有 界 的 ,多 件 (4》 
(5) 替换 为 


a Ten | POSARE Dd (4.10) 
C) limf PC) FC AE Rg ds — e (4. 12) 
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其 中 Mata 为 整数 mzl „miin 1. 由 有 
(a)35 n AER BH A0 及 (4)* (5)* 成 立时 , 则 方程 (4. 4) 的 
HARRER. 
(5)25 n 为 奇数 时 , c 4) 的 一 切 有 界 解 rO ,或 者 是 振动 的 ， 
HA oj rO- ROKET o. 
OMORO (5) * Xf A0 成立 , 则 (4.4) 的 每 一 个 有 界 解 是 振动 
Bj. 
证 对 (0), 当 为 偶数 时 , 设 x GO u GO DIE ER 4.1 的 证 明 中 
的 推导 ,直到 式 (4,7). 再 考虑 mu 7 GO ,微分 之 得 
[Piu 07D Qe) = — mp» fiGuCGg OD H- RCg D) 
cmt lag (gu) 
BE, t: 到 + IAE GZRHR 
ru qnaa) È [5p GO f (utp 622) 
0 (4. 18) 
FRGG) Min f ue ends 


利用 条 件 (4) "可 得 
lina "oy | s^'u^(s)ds]——co (4.14) 


由 于 当 ccs Eum coo Rf mcacodsg s inis 
数 , 所 以 有 
lim | SUI! (doo (4. 15) 


F ra A Ai uCGOdué 5 .BHGc-Us* m0. 1.2.7. 
n—1.Hzt X GL. 15) 用 分 部 积分 法 反复 积分 之 ,得 


t 


———o 为 偶数 . 
355 


这 与 ak) 的 有 界 性 不 合 . 从 而 (ay 得 证 、 


对 (ofc) 可 类 似 推导 . 
下 面 讨 论 稍为 推广 的 方程 类 :( 其 中 ”也 表示 求 导 数 ) 
(rGox" 7? G)]' a) fGCg0)) —5Q) (4. 16) 
[rG)r(G) +a rst) —bGD (4. 17) 
HUE FUERAT FII PERULIE TE. dE R E A 


(19a be CIR, ,R). 
(Dr€CtR, Jo B [7 oaroe. 


QOf€C(O, R) yf 0,34 y0, f(y) 非 碱 ， 
(Dg € CGR, R )H limg G) — eo. 
定理 4.3 设 (4.6}) 和 (4,7) 满 足 (1) 一 (4) 以 及 
Fa (dto, a- (di> — oo (4. 18) 
其 中 ax G) = maxía(2.0).a. (2 —minía(D,0), X 


二 52 | dt oo (4. 19) 
Wa. 160, (4. LO RÉEL RUBER +(#) 或 者 是 振动 的 ,或 者 有 
lim|zG)[—0 (4. 20) 


证 XU xORESG. 16) 的 有 界 非 振动 解 . 不 妨 设 zt) 为 最 
AAE A. 20) 不 成 立 , 则 存在 正 数 m M 和 了 ,使 得 
mat NM ,tT (4. 21) 
Hi G4. 160JÀ T. d] eGZET MBA 3EBRAE (48 
rox" UGY—rRODO)rU UT) 


=~ f aereas [ a cromo Pc 


x-— fm f ap ods- Fa | d ce 十 | buds 
T 1 1 


(4. 22) 
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TE C4. 22) 中 令 e codfE FE GI. 182 (4. 19018 
limr (rz) r7? (z)-— 一 co 
E: (290) 220, 故 im (e) — —coo, A lima (f) — —6o,3X 
与 x(f) 最 终 为 正 不 合 . 故 对 (4. 16) 结 论 成 立 ， 
现 证 对 {4.17) 成 立 , 设 zo REG. 17) 的 有 界 解 ,使 得 limz (£) 
220,003 WER m. MT Ea. 21) 成 立 . 类 似 上 述 推导 可 得 
lim[r ae) J7? = — co 
于 是 有 limz O =— o> FE. 即 对 (4. 17) 定 理 结论 成 立 . 
我 们 给 出 重子 说 明 条 件 (4. 18) 不 能 减弱 为 
| aa== (4. 23) 


$jo 考虑 方程 


了 (站 一 一 Sn fr 一 
2-sinf 


它 有 解 re) = 二 2 一 sini, 它 既 不 振动 也 不 满足 lim jr) —0. 系数 
alt) —sinz/ (2-- sint) ili IE CA. 2320 (HU TE I. C4. 382. 


$5 FDE # atit 


FDE 解 的 渐 近 性 质 虽 然 没 有 确切 的 定义 ,但 都 沿用 常 微分 方 
程 长 期 形成 前 概念 和 术语 , 顾名思义 是 考虑 上 ee 时 解 的 性 态 . ER 
此 .各 种 浙 近 性 态 的 研究 工作 者 有 一 个 前 提 : 系 统 的 解 是 整体 存在 
的 . 

淅 近 性 态 包 括 :吸引 , 渐 近 稳定 性 ,振动 性 ,振动 趋 于 0 或 振动 
而 振幅 无 根 增 大 ,或 振幅 有 界 , 比 稳定 性 更 为 一 般 的 LaSalle RE 
性 原理 ,以 发 渐 近 等 价 性 等 等 . 有 关内 容 已 分 别 在 各 章 中 逐一 述 
及 ,这 里 再 举 一 些 实例 一 一 结果 与 方法 . 
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先 看 Ladas 等 人 关于 一 阶 RDDE 的 若干 结果 ; 
考虑 纯 量 方程 
rG TpGOlrQG—:-—0 to (5. 1) 
其 中 r 之 0 X BG) ERR, H limp(t) 一 0, 如 所 周知 , 方 


程 


yat pylt—r)=0 (5. 2) 
这 里 p=const. 34 
p>0 0r (5. 3) 


时 它 的 每 一 个 解 当 :一 oo 时 趋 于 0. 这 是 因为 (5. 3? 使 得 (5. 2) 的 特 
征 方程 的 每 一 个 根 具 有 负 实 部 . 若 设 y Co 0 G0 Co. 223E Go 
f ec CC 一 5,0j,R), 则 由 线性 系统 解 的 指数 估计 式 有 


yia A (EM lele a tE (5. 4) 
其 中 M 和 为 正常 数 . 
车 ZGG.o. 0538 78 71 
Z(D0 +t pZG—z)-—AG) ta (5. 5) 
过 (as0) 的 解 , 则 有 如 下 的 指数 估计 式 
[Zea o | erroe MAX hc) | (5. 6) 
引 理 5.1 对 方程 
rG-rG—AGD-0 fme (5. 7) 


Kho AG) «i AER. Hima (O= ecoo d r7 AEG. 
7) 的 每 一 个 解 当 :一 2 时 赵 于 O. 
证 dE cGMRG.OOMIEEB.OgRGnxsT2rt42,88 
A(pD s r-1,£2244 (5.8 


MES 


teU AG) | Eta (5.9) 


其 中 好 和 > 是 满足 (5, 4 的 丙 个 常数 ,pp 二 1. 设 y(t) 是 方程 
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»G-HyG—020 t 
MG on M. | e YO T im oeREBCT 0. ZO (D 
— yke) Sil ZGNW ig 7; fà 

ZO +Z- =r rA 510) 


并 且 过 (ft.,0) 的 解 ,应 用 (5. oO RF plL AR 
fi =ils r) ri ALs) 
则 有 


Iz» jc Mene I Ine —2G—AGD] 《5.11) 


d "FB XE BET ERO. DA 
lr(s—r)-—zrG-—AG)l|-—lAG)—r1|1zx(22| 
—iAG)—rl [z(£2— ACE))1 


[入 天 


€ 在 s—r 和 5 一 点 (5 之 何 TE B= Von zis) | 
max |x(Gs--1)— x(s— AGO) is max LAG) 11 . maxiz(s | 
max |Air CB + max [xG21] 
EUER PESE 
于 是 由 (5. 10 RESI 
max 


Iz | Ino 1c une P9* LAG) rl 


max 


* EB, gel O] (5. 12) 


max 


Bh. D OKO HR TUB E elro] BOY T 
tt [GT JH 


lOS ly HAER + maxX d-GO]] 


fyxLGu P 
上 式 两 边 取 最 大 值 并 整理 得 
max 
cer lrt) 1 所 2 nET Ly CO | +B, 
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TFE zR JS IAE BIEB,[f[r|zB.nme. 
TERG. 1218 
xc Ic Ey HB Heno P LAG) e]. 
—lima Q) —0, 证 毕 . 
定理 5.1 对 方程 (5. D. d c0, p(0 0 是 连续 的 ， 
再 设 ~ 


NO lim | póOods 存在 (5.13) 
ELA 
limf psc (5. 14) 


则 55. 10867 — 9] f S rt EST. 0. 
证 u-AO- [pds >o. Ri ilk A7 fe H 
limet) —oo. X H 


A(t— 0) - [oco f'ocoas- [ pds 


-一 | plsyds 
上 “ff 和 一 上 
于 是 有 
4 ltu} 
一 ra 一 | a pGcOods) 
A 【一 下 
RE Z= xG 7 1G): GG. DES 
AC ley 
Zo0-Z«-[| ," pGdo-o (5.15) 
A wir 


由 条 件 (5.14) 坊 方程 (5. 15) 3| 38 5. 1 的 假定 ,再 此 
limZ Qe) —lmzi-—0. 证 毕 . 
定理 5.2 对 (5.1), 设 c0,.pQo 0 连续 ,又 投 
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mf pGyds«l (5. 16) 


Wap C5. 1) 的 振动 解 当 一 co 时 趋 于 0. 

证 设 zt) 是 (5.1) 的 振动 解 , 当 t 一 oo 时 不 趋 于 0. 则 3 序列 
fnr NE= f, 2, menn siny tB rC) = 0., BIE Gast D E ra) 
0 h ERA HE — YE ZR BH ig DUE XX — 50. 4 


max 
S, ciet |l x) | ,n1,2,- 


BE dE FUSE VEI e oo ES S T OBITRT. HEEL € (0,4, ES, = rE) | 


E x(8,—0,n-21,2,7- „HIH C5. DA rE 022-0, 5 9, —max 
iter) ra=], Žene :从 Pa 到 | $n 积分 (5. DA BHE 
CRES 一 站 porG 一 De (5.17?) 
Ta 


由 于 hr 由 (5. 1748 
E 
| x CR, «| pir) rts—r) |ds 


max 


9» 十; 
X eue, ODI bGoMds 


或 者 
S,max (s, s.) )| 0cods 
Ta 
由 《5. 160,24 n TEAMS A GR nN A 
S,«S,. [^ Code n>N, (5.18) 
L^ 
lim " 
MAE plisyds< uL] 
则 当 NEN, 充分 大 时 ,我 们 有 
" Ir 
MT 
"n 
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再 由 (5. 18) 得 SS, nz N »limS, =0. iE. 


推论 5.1 设 定理 5.2 的 条 件 满足 , 且 | (dio ME 


(5. 1) 的 一 切 解 当 1 一 oo 时 都 趋 于 0. 

证 £r. DIFER. 一 co 时 不 趋 于 0, 不 妨 设 
tto hf rG)D0. TE 6nlIÓScTIBb.(O——pbGzrzG—rD 
<0 一 人) 当 上 2 和 WAEA => 


r(t—zrG, tzar pGGMdssg r(t)—2x(,) 


+f pG^rG—n0ds-o0 
ta 


从 而 令 :一 2 时 导出 矛盾 . 综合 上 面 分 析 得 
定理 5.3 对 方程 (5. DE r0, 5000 是 连续 的 ,并 且 


[3o Pm [C pdsl, WG. D—4]) fü: root is 


T 9. 
例 10 考虑 方程 
rG)daG--cost)xG—22)—0 
EO <ac (5.19) 
4 pG)a-(2--cosr) , Bl 
Prodi, f apG)ds—Ana- s. 
J 1— Z4 
他 满足 定理 5. 1 条件 过 (5.9) 一 切 解 当 :一 上 时 , 趋 于 5. 
例 11 对 方程 
z()--a(-tcosD x(G— 21) =Ù 
1 
站 0a ye (5. 20) 


4 pG) =a Oco WA 
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[pde=00, pG)ds ta (rsin) 
而 

wp bOOldszZaQGrd- 121. 
=H EEH 5. 3 HATEG. 20) 的 一 切 解 , 当 :一 ce 时 趋 于 
D, 

现在 考察 线性 FDE 非 齐 次 的 情形 . 

rG)-—L.x) (5. 21) 
HE rt) 满足 OxDrO0 xr—const. 由 Riese 定理 有 nnXn ARTË 
阵 90,0 b C. 2D HRS A 


io-[ [Agt DGH) (5.22) 


A'UBre€Rm.Je€m.dBEUCMESG SAI BUE. 当初 始 时 
肇 为 时, 记 初 始 函 数 为 eG E[r] AE E BRUBC o GOGE XL 
vm V LERT- S) (5. 23) 
定理 5. 4 EFAG. ORA 
voa, EET feasl<e 
则 下 式 存 在 有 限 的 极限 
impe) | fods] (5. 24) 
证 ”由 第 三 章 的 估计 得 
max 


ore f Fisyads 


lri (EC 代入 得 


| Cr Ct; ) -| fisods)— Ga) - f Fsyds) | 


P» 


tr lal gpi + Jexpf vids EC. 


«ci | vods —-0, 35 f, pfo, 
n 


最 后 由 Cauchy 准则 之 05. 24) 极 限 存在 . 证 毕 . 
定理 5.5 对 方程 (5. 22), 设 wii) 关 0,|p| 所 MM=const. 并 且 
满足 


| emzod «can f— oc 


WI [zGO125O0CD. 
证 aT A 
sup | z(t) | =c <20 (5. 25) 


EH €. 22) 的 等 价 积分 方程 出 发 ,可 得 
| Fods <2ctel v ds. 
之 与 (5.25) 不 合 . 


DOnose 等 研究 如 下 的 非 线 性 方程 
[rao] + 2.1 fitr Ga QD) peee elenl) 20 
(5. 26) 

我 们 假定 : 

DrD RF £82 XESETE fü. 

(20g, 2 i 1,2t m, 1,2 SOS taa EH: 
一 ce 时 趋 于 cc. 

(32 f Gu, sd. ttt: r.MESE.H A fe] Hs] f, 5 
*di'5i-—1,.2. vara "m. 

EM. 2.1 i3 PG) 220,1— 1,2, citra H, 2:1, 00770. 使 得 当 
ryp 5 ovoxy«0021,2,»e- i) 时 有 
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7 


> (E), 2^ (E) y, 


则 称 /是 直线 性 的 . 如 果 不 等 式 (5. DES. Bk /为 次 线性 的 . 记 


* ds t ds 


Re-| LG LAR (GL) — „rO 


PoQ-[ ifie OD et ECHODESIOHCIQ 
NA 
引 理 5.2 车 z(t) 是 (5.26) 的 一 个 最 终 正解 , 设 成 立 | E 


=+% W] ERT. CCo E TODA O.EETEM RC room 
CRG). >T. 

证 iio rig a>, 2 sl n), 
车 不 然 ,I n6 dB raO, d G. 26) 从 二 A eR 


rE —r 0300 | fsal) ds=0 
PA EI BR LA r), PEMA t BI) e R G t 1218 
I 1 T 
[Ka] /re )ab ds—o 


: A 


zaruri A AST 


4 pto rea, SREEJA. Cx G0. —3 C,70, 
Hi rO C BAERS CG0, E rOXSICRGO. 证 毕 . 


引 再 5.3 i <(t) 是 (5. 26) 的 最 终 正解 ， af A poo N , 则 


FEER TC, C. E RT B] (O2 ra QOO pO IC pODC 
ru. 
证 eer O0. G=], 27er mn,jml.2eeee 2) 


NE| POF rige ds 过 十 0, 若 不 然 , 设 
| GO f Gir GG) )ds— +20 
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把 (5. 26) 两 边 同 乘 pa), M a 到 :积分 得 
pO Go rG — plar (o) ro) Tr rG)— (0) 


t POG zg G)»ds—o (5.28) 
即 得 lim pDr ra) = -= 02, 一 习 hd, M> 0, 2ArInB, 
PrO M. BG. 280 RABEL parao TE HI s E R 
分 之 ,得 
rrU MILES] 
因为 pG)70, Bb r0 —oo5 NEA E. BD GORL3E. 
(ME lima (0 — +o S ETRE RS Er ER limar) — - oo. 
ju C5. 260 IA. r 到 1 积分 得 
ED r+ | Ferds =0 


两 边 同 中 ra), EM o 到 +t 积分 得 
r()-r(s)-c-pG)r(s)r(0) ——b(Or(a)x(o) 


Jes rss ch»qas (5. 29) 


出 此 推出 poo, too, 与 pao 3 JB. 
(c)uES] 5. 3 的 第 一 部 分 . 
Æ HE limz GO FE RE S3 E.y AE 


T 
rte STO 


那么 3 H5» 二 -co 满足 
Tit, )—0.rG, a gru 


于 是 par ODE Hra =r) HG. 2DE aa ME, 


. rz 十 rz(D] 存 在 且 有 限 => ma cs Jr GOrGO-d- x02] 


t£» lima GO Ee F c GO EET RI LI im e (OFE. H E) 
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极限 是 有 限 的 ， 
其 次 ,由 (5. 29) 得 


ztpr Eo S [| f ng 34s 


—zr()-Epr(e)xQn) 
4- o—t,t— T ,T— co. 则 上 式 改 变 记 号 为 
lim 


TOHDI- [pci fess zg ads, NEIOR 
所 以 有 
zx) pora) — ^ paf Gra GY)dszo0 zo 


— 


(5, 30) 
Bl zp rT 0 to. 
(dz) 现 在 证 引 理 的 第 二 部 分 . 
Bn 充分 大 ,于 是 当 nen. 29028 A 
zG)—zcGO- bGOrGOxGO—prG x) 


上 1 了 
-Í [二 jj 了 (Hele (005348 lds 


Lr HP rit) [xi GO La, 
X. HG. 30) 有 


rit) teerada f L l 


rs} 
Bi LUE zGOSO N OSANO rar G laap E rGOZX 
0, 不 妨 设 t 时 恒 有 (这 0( 否 则 并 入 前 一 种 情形 ), 即 zz) 非 
BEXI Gn gr. 

rh) 


(t) 
>> Iu pita 
TPT GIP OF Ge O Anp), 证 毕 ， 


若 xtt) 是 (5.26) 的 最 终 负 解 .我们 有 类 似 于 引 理 5.2 和 引 理 
5. 3 的 结果 ,只 要 把 C. C. 改 为 负数 ,不 等 式 取 反 号 即 可 . 


f f(8,r(g (Ndi ]ds720 
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定理 5.8 没 | roo ,方程 (5 26) 的 非 插 动 解 的 省 近 
性 质 有 且 仅 有 以 下 三 种 类 型 ， 

A? Or rT) 0.70. 

A, El (t) o0 rr 03050,1900. 

AL JU GG) co ,.rG)zxG)-70,t— 00, 


证 由 引 理 5.2.2605 zCGO[RI S, 所 以 “x(z) 存 在 且 不 为 
ORRA 
Im e= Bt (站 一 co 
DË limz() =e. AREE c2» 0 WRA 00270, r (Ox QD 
六 0. 由 方程 (5. 262, OPO So, 即 x (txtt) 非 增 , 所 以 


lim re) T(E)I ,可 以 证 明 必 有 m ri z(QG)—0, AS. IR 


f— cx i= cx 


^ 


Jm r()46) 60. EONO 222, 从) 之 -05 积分 得 x 一 
oo .t—007F JB. 
CE im 


在 ,用 洛 必 达 法 则 一 im 和 
zit) 


Roy Se BUS li limzG)z() 二 rc 关 0 或 limr(x6)—0 才 可 能 , 定 
理 得 证 . 
定理 5.7 设 | ;2 <--. 方 程 (5. 26) 的 非 振动 解 的 渐 近 性 
质 有 且 仅 有 以 下 三 种 类 型 . 
A, H. recA, 1-000. 
A5 W, (20, ro rG)—c3*0, too. 
AF Hl. zr ,tr oo. 


ri) =. 不妨 设 x(1) 一 十 co; 因 limz G)z CO fF 


—limr G^ z Oir F| E 5.2 有 0x 
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证 由 引 理 5. 3 的 证 明 中 得 出 iimztt) 存 在 且 只 有 lima (2) — 
0, zk lima (Gr) —c750. 又 根据 (5. 2650 A TE BUR limr (Dr G) f£ E X 
为 无 穷 大 - 34 limz(2 二 0 且 limr Gr G) ££ TERT , FE E A3 EUER 
zr) 


lim — —limrit zx? 


由 引 理 5. 3 一 只 Uf limr()2G) —c7:0, 3 limr() 20) — oo. MEE. 


定理 5.8 设 | 一 十 oo,f.(i 一 1,2,……n) 均 为 超 线性 或 
次 线性 的 , 则 (5. 26) 有 A 型 非 振动 解 的 充 要 条 件 是 


| RO ese de< 对 菜 一 c 关 0C5.31) 
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第 十 章 


概 周 期 FDE 


不 论 是 常 微分 方程 还 是 泛 函 微分 方程 , 概 周 期 系统 都 是 介 平 
周期 系统 和 一 般 的 非 自 治 系 统 之 间 的 极其 重要 的 一 类 , 它 有 着 广 
1283 HI TE 3E. 本 章 要 系统 阐述 有 关 的 基本 概念 和 一 些 典 型 的 基 
本 结果 ， 


$1 概 周 期 和 浙 近 概 周 期 函 教 


概 周 期 函数 的 普 迄 理论 有 系统 的 专著 ,对 于 我 们 的 目的 而 言 ， 
只 限 二 一些 最 基本 的 概念 和 性 质 , 作 为 预备 知识 叙述 于 下 ， 
定 兴 1.1 AW FG. €COUXQ.RO,QCR EFE, EX 
V €20 和 中 的 任意 经 集 S,3 10.500, (8 HE— E EDS E, 
SO BS EX [8] b SVP Tr 
|f Gri x3— f| xe (1. 1) 
IV t€ R UV €. RA WISE DET t It rE QEA 
期 的 ， 
车 Fiz) 摘 为 算 子 IGO. pE CC ERE, M EEEH 
MERECE). 
(1. 1 中 的 数 z 叫做 SG na e— FR RIA ESEC, f, 
DERS 关于 xE5 的 一 切 e 一 平移 数 全 体 构成 的 集合 . 
对 确定 的 紧 集 5, 有 如 下 性 质 
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GJ e' 2e, W e—3P ££ Srt de e — Tr £5 
Ele, f, SCEE, fS) 
《ii) 若 = 是 * 一 平移 数 , 则 一 z 也 是 e 一 平移 数 ， 
Gi P rm 为 el 一 平移 数 和 上马 一 平移 数 , 则 ntr E le t 
so) 一 平移 数 . 
定义 1.2 设 JGrIECCRX 总 , 民 ) 是 关于 上 对 工 和 总 一 臻 
概 周 期 的 , 设 信 是 实数 的 集合 , 使 得 


lima | f (t aedi (1. 2) 
T— o T ü 


对 于 xzE 不 恒 等 于 0. 其 中 ;一 Y 一 1. 由 于 外 是 可 分 的 全 六 是 可 
列 集 ,例如 记 为 {2,}， 市 集 信 的 无 素 的 整 系数 线性 组 合 得 到 的 所 有 


实数 徇 成 的 集 台 , 称 为 Ge,x) 的 模 ， TEP QUGUNZEI 
为 整数 }, 若 {r,}) 是 尾 一 实数 序列 , {a;} 是 线性 无 关 的 ， A ir, PÉJ 
每 一 个 r+ 是 {am,} 的 元 具 整 系数 的 有 限 线性 组 合 , 则 我 们 说 { {a,} 是 

的 一 个 整数 基 . 关于 概 周 期 函数 的 性 质 , 下 面 给 出 若 于 定理 ， 
并 举例 性 她 证明 一 个 . 

定理 1.1 A KCCORXOQ,.ROIXTr:x prco-—s- 8B: 
的 ,由 FGxoOXECÉG90TE RXS EB A HM- AER SETQ 
PRH. 

证 对 ss 一 1, 导 VS)>0, 使 得 任 一 长 度 为 2S) 的 区 间 含 有 r, 
H 

Fatri fan lE R.xr€S 

设 M EI Ge) | 在 [90S)]xXS 上 药 最 大 值 ,不 难看 出 ,对 YY tE 
R.3 r€ EQS) ,使 :十 rE[0,2C(5)], 因 此 对 rES 有 |fG 十 r， 
i» EM RI | FO c anD Kre S.V ERES 
HIG MI. 


其 次 证 了 明 一 致 连续 性 ,对 笃定 的 e 0E X 1-46 ,S) E 
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(0, fi B dE |nr 18, RI V nre [0.24-1]f x c€.5 成 立 


Lf Gs) — fs | < 
这 个 依赖 于 s 和 5. 由 于 在 [0,1 二 1]xXS 上 一 致 连续 之 这 样 的 
8 存在 . 
现在 设 1,t 是 满足 1: 一: <8 的 任意 两 个 数 ,此 时 "EC, 
S 有 
| Fe 二 rr 一 Fa 十 rz I«— es 
以 及 
| £t z,x2— fix) I. | FG tr fG x) Ee 
于 是 对 所 有 满足 |: 一 ?| <8 的 t,t 和 对 ¥ xES, 有 |f(t 2f, 
zr) je 之 定理 结论 成 立 . 
引 理 1.1 ft, ECCRX 人 OO,R" 关于: 对 x 人 OO 是 一 致 概 
T] SH , C CR" Cat OCC) RET 8 R Un J& — P COSE] pd 
V 620 fü CREE SE S AHE A )} 使 得 对 任 一 对 函数 
f Gr A, ix BE 
FaH Au Ix — f GAL sr) et ER TIES (]. 3) 
WE 对 给 定 的 se>0, ?一 !( 本 ,3S) ,使 得 每 一 长 度 为 的 区 间 


È 


会 有 一 个 元 一 平移 数 ,对 十 每 个 h, 存在 Ta Fa 使 得 h,— Ta Fr 这 
里 REECE, fS) ,而 Ln BH EH 1.1 FG, XE R XS 上 
是 一 致 连续 的 之 3 66,5020. f (E |r a" 28, 7€ SET. 


FF x —fFG",x) ESE 国 Ox.r eli] HISP RE ir) fu 


得 当 jo ool] r, er 3X Er FeSR CO B] — TRIER LB Or. 
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EIE rsr crti RAIRE hao U ha 和 Au, 是 这 样 的 两 值 ， 
则 我 们 在 
sup (Fath 232 — FG Ax | 
—sup | ft ra, — Tau de ram re r2 — FG ry | 
ssup LfG ni, rnt riy m rus x) S EET nex? 
sup [AEH rrp — ris x2— fir) 


册子 Tan Tan E EG; (POS HIn, —7n x28, 8p ER ES, 
我 们 有 
|f Gh, x2 SOF hu x e 证 毕 . 
引 理 1.2 UE FG,)€CECORXQ.R'OgXpELXL-cO—EX 
概 导 期 的 ,S 毛 名 是 紧 的 , 则 对 任 一 实数 序列 1 六) 存在 子 序 列 
(ao 站 使 得 函数 序列 {7Ft 十 az 在 民 XS E— SOlic n. 
证 由 引 理 1. 3 之 可 选取 子 序列 (627 ) ERRER PT IE E 
pon WN tER, rES A 
[fara x) — FERA a2 | 1 
AR TELS HT EL SRL FERA] UP LIB. FAI (AE? ) ,使 得 对 了 任意 两 个 正 
整数 pom. 对 ¥ ER ESA 


SAFRE a — FG RIP sa) E 
RERED IFRA UC) ,使 得 

JG a) — Fa Pe) <A 
等 等 , 现在 取 阔 数 序 列 

FGT AP. JOHAR sa) FAR nmm 
此 时 对 子 pomCe n0 EN ER ES 我 们 有 

LG a) FEM a) | < 
SJEF [IOHA T) E RXS 上 一 致 收敛 . 
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定理 1.2 dH OCaqm EF, S/O MECRA, ROET: 
对 xzE 避 一 致 概 周 期 的 , 则 对 于 性 一 实数 序列 1&1, 存在 于 序列 
UL EELAESEBRAX pGr), E b— oot] RXS 上 一 致 有 

FG hs xg.) (1. 4) 

其 中 SG 总 是 紧 的 ,并且 ga a1 Je XC tit re 0-— 30 8 
的 . 

由 一 致 概 周 期 定义 不 难得 出 (1. 4) 的 收敛 性 ， 

定理 1.3 设 FG. €COU X 人 ,R"), 并 设 对 任 一 实数 序列 
Un ETE UL ELT REI Ou LEER (Fu E RXS 上 一 
Sici Sic S CO AEXERLNI FG kXor ix ie QQ 一致 概 周 期 的 . 

证 设 f(t,x) 关 于 t+ 对 xz€E 人 QQ 不 是 一 致 概 周期 的 , 则 存在 se 
和 如 中 的 紧 集 3, 使 得 对 Y >0, 我 们 可 确定 一 个 长 度 为 了 的 区 
I] , 它 不 含有 Fr,zr) 对 于 xzES 的 e 一 平移 数 . 取 一 个 数 凡 , 设 (ai ， 
证 ) 是 一 个 长 度 大 于 2 由 | 的 区 间 , 它 不 包含 任何 一 个 s 一 平移 数 . 
ERNIS ha ath) JE A E Ga b AT 如 一 加 不 可 能 
是 < 一 平移 数 . 现在 定义 一 个 长 度 大 于 204a a DEKE, T 
含有 枉 何 e 一 平移 数 ,再 令 h= atb), RITE 如 一 hE la, 
ba) 和 h,— hi € Gi; b 9h. h, 和 太一 天 都 不 是 e 一 平移 数 ,类 似 
地 可 以 定义 有 使 得 枉 何 差 数 6, 一 ,都 不 是 一平 称 数 坟 对 
Y jj 

Sup 
CR rE 


= eR cS | thi ux) =fr) | » 
这 证 明 序 列 Cf G-- A a) 2 AS IT RE GL EE(L— 1 — SOC ORE ETE 
坟 与 定理 假定 不 合 坟 f(z,x) 是 关于 + 对 rE 器 一 致 概 周 期 的 . 
注 1.1 从 上 面 的 论述 得 出 ;车 f/fECCRX 人 @,R") 是 关于 :对 
zE 如 一 致 概 周 期 的 , 则 六 的 每 一 个 分 量 也 是 一 致 概 周 期 的 ,反之 
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| AGAS x) — FG hn) | 


定理 1.4 设 fü, 2€CCORX Q.RO.gc€CcORXxXQ,m 
关于 + 上 对 E 台 是 一 致 梳 周期 的 , 则 cf 6x0 Cc EAPO, Cu, 
FG. gG ax ER FGoaxgG XT UST xc Ou — 3 878] 
WH. FH 


iní 
ic se sl EU | mG)0 


KEPS 是 紧 集 , 则 GD/F t Xt x€ Qd — S08 m 
B3. 

对 纯 量 一 致 概 闪 期 函数 的 上 述 诸 性 质 ,下 文中 一 直 引 用 ,证 明 
留 给 读者 . 

定理 1.5 dé G,x)C C(RXQ,ROXT:i:[ xD 是 一 至 
概 周 期 的 ,有 目 序 列 {f(x)) 在 RXxS E— 3S0 SUT BERE Purus 
COEK MIUT H XE 人 ON 也 是 一 致 概 周 期 的 . 

证 对 给 定 的 se>0 MRR S TERR f(t,x) 使 得 对 YtE€ 
R,rCSd 

Ft) — fO |e/3 


B LC 5) EXE. AG,z) 的 于 -平移 数 , 则 每 一 长 度 为 
z( 计 ,S) 的 区 间 含有 r, 且 对 Y ER ESH 


LG — f) | 
六 此 我 们 有 
[feet rr fr) | f(t) tr,r) | 
AA 
人 8) 关于 上 对 xzE 吕 是 一 致 概 周 期 的 ， 
概 周期 函数 的 特征 还 可 表示 为 
定理 1.6 48 FGGDC€COXQ.,ROXTUSILc0e&—X 
概 周 期 沙 数 , 则 对 任意 的 实数 序列 {a}, UP 存在 子 序列 (ww ) ， 
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(B, MERE RXS 上 一 致 成 立 

lim (lim f G2, P, jx } 7lim/G-F a, B, jr) 
其 中 SC 是 紧 集 ,反之 亦 真 . 

证 ”者 对 所 有 下令 房 =0, 则 本 定理 之 道 由 定理 1. 3 推出 , 现 
在 证 本 定理 的 第 一 部 分 :再 征 理 1, 2 全 了 fa) 的 子 序列 G2) , 它 在 
RXS 上 一 臻 成立 

fira xg.) 

Arp SCORRE. MEE TEIA). EE RXS 上 一 
BHR g Gom Bux) mh x), 因此 对 任 一 紧 集 SLE kakles), 
Wixtv ER. TES 有 


| FG-t-a, r)— g(t rt) |« 
从 而 对 ¥ ER €S 和 任意 的 BC 


| fta 4-8, 22 — e G- Bex) I (1.5) 
3t BE kk Ce, S), Wty tC R,ccS 有 
[IgG Pr} hitr) <$ £l. 6) 


= E kmax {kle S), k G0) LM CIL 500. 0X V £C Ru 
ES 有 
Fra Bax) har) eE 
这 表明 在 RXS 上 一 致 地 有 fG-Eai 4 Bux Gua). 
定理 1.7 R/G, €CORX QL.ROJEX Y E € Q—5k 
ARH ,£COJEDBER Big Sx hd CR ÉL EOS, SCOR 
紧 的 , 则 FG.6GO XT : ERAH S ek CLE PLUIE. 
证 设 {A} 是 实数 序列 , 则 3 {2 的 子 序列 {8,} 和 概 周 期 函 
数 er) gy ftis 
Tathan ga OE RXS 上 一 致 地 成 立 . 
EHAO E R EHAR. 
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Agan Fre rE QE- RARS eatr E RXS 上 
—ÉGES-93 062220 dl i FEUIECICOLE 


lg a) gi y r€S,g ESER 
B3 &CO2»0 fli i5 bz R,GOMJ XIV r€ Rz € SH 
Fr ha ga a |< 
H 
lEG--hO—*1«965) ER 
55 —JrBXI kRO A 


| FG h EGER — gsm! 
L| ati 8GMTAQO) - gG.E£GH-h| 


-dgtt.£GC4-4)2—gG. nt))| «Tt 


因为 对 YiER, 有 2 二 AD)ES, 这 表明 FO As EGRE 
R b—39WS Y gium fFG.EOOXLT c J& TES] RI. 
SES Hi dar SES LES E PER EIE. 
设 SR >R" 是 连续 的 , Fréchet 给 出 的 渐 近 概 周期 函数 定义 
为 
定义 1.3 若是 由 一 个 连续 概 周 期 函数 p(t 和 一 个 定义 
E R E. te oot ESTE 0 DIESE RR EX a GO ZUR LORI 
F= pis C1. 7) 
则 称 /C0 是 一 个 渐 近 概 周 期 湛 数 . 
定理 1.8 B/O ERER ARR ERARA. nE 
唯一 的 . 
证 设 了 GQ) 有 另 一 分 解 式 (2 一 z 00) 十 s(1) ,这 里 z(t) 是 概 
周期 函数 ,t-*oo 时 s(t)-=0, 此 时 我 们 有 
pt —rtt) tati}— st) = 
377 


由 此 推出 , 当 夺 =*cce 时 户 ( 所 一 rt 一 0 疡 (和 7 是 两 个 概 间 期 函 
数 , 因 而 pt) 一 rQ) 也 是 概 周 期 活 数 ,因为 当 1 一 sc 时 p00 一 (4) 
一 0, 故 pG)—rG) 0 EA FPE — 0. 

定理 1.9. .6G) 是 渐 近 概 周 期 的 , 则 在 只 + 上 是 有 界 且 一 臻 


连续 的 ， 
定理 1.10 # f(?) 是 概 周 期 的 ; 则 它 的 不 定 积分 有 界 时 , 它 
也 是 概 周 期 的 [15j. 


定理 1.11 车 概 周 期 羡 数 (8) 可 微 , 昌 导数 FG de TE 
周期 的 , 则 六 站 的 分 解 式 恰好 是 
f= p+o0) (1. 8) 
这 里 POR ORAE pP GO qGOBS SH. 
证 因为 At) 是 新 近 概 周期 的 , 故 .六 7? 有 它 的 分 解 式 
JG -a«G- BO 
这 里 a(i) 是 概 周 期 的 ,: 一 oo 时 8G)—0 XE XE BIER A, 


7 十 而 td 
fax)-fo-| “as 十 | Bod 


左 端 的 第 一 项 是 概 周 期 的 ， 因为 它 是 有 界 的 且 它 的 导数 是 概 周 期 
有 


THA 
pornos a(sMs. 


gleth) qo) | HOTA 
出 此 得 出 poao Ea H ^ 
PG -a(D0.- 80) 
车 fFGNR,—RXESk BU 
定义 1.4 XE RE 60,3 (GO O0,TGOZEO, (E18 R Es 
I5 0 BIEBISCR— T r HYFTE 
FACERE SES | 
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则 我 们 说 ÁO RUE TEIG" D. 

EX 1.5 dE e>0,3 eTO EA R ER 
长 度 为 As) 的 区 间 含 有 一 个 z, 且 对 CRTGO UB 

| Fd 0 — fX | xe 
则 说 f(t 具有 性 质 (P)， 

SI 1.3 性 质 (P') 等 价 于 性 质 (P). 

证 显然 由 性 质 (P*) 可 推出 性 质 (P), 现 在 设 f(z) 具 有 性 质 
(CP), 考 虚 一 个 长 为 i(s) 的 非 正 区 间 工 ,在 工 包 会 原点 的 情况 下 可 
Hk c—0. 其 他 情况 下 取 与 工 关 于 原点 为 对 称 的 工 ” ,此 时 对 于 某 个 
r ELASTO) 

a+r 2— fio | «e 
阁 我 们 置 :== 一 下 *; 则 7EL, 令 g=1 十 r; 则 1 二 og 十 r' ,因为 xr* EL* 
且 f(y 具有 性 质 {P), 玖 对 于 o 宇 TCs) 时 ,有 
[Far 2— f Ca) | e 
BEES. Xe CRTON rz TG SE 
FAORSICLSSET 
此 即 性 质 (P)y=> CP). 

3E X 1.6 若 对 任 一 序列 { 丽 ) ,六 0 县 当天 -ce 时 有 太一 
co, RRF Aa) ,使 得 f(z 二 hh) 在 RE Se $8 LJ) 32 (11 
说 FG FUR TERRGO. 

定理 1.12 JORRA REER UOR 
AER). 

证 BT FIOJBUERERISIBISERGSEX Fr 一 疡 (十 
9(t) ,这 里 p CORRER BIB 138 2 o0df qiO-—0. A p GOJEE JS] B7 
的 , 故 对 给 定 的 60.3 106020, 8 48 R ERARE hA E 


Aar HAIPO- pa) | BEA EE T G0, 418 3xLT 


CRT GYÉ gti <5. 于 是 我 们 有 
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FG D fGN spia D—pG IH eG n | lot) | 
E HTT ato SO se XXE] f(r) 具有 性 质 
(P). 

定理 1.13 若 fGXNÉ BETTER TE RB X IE ER MOR 
AAC). - . 

证 ”对 任 一 序列 入, LXX HR A70 ELI Bo ool] A 795. HIT 
有 

fG-- RO m pltt ht ot h) 
E A zcce 时 :36 一 0, 故 存在 正 整数 (ts), 使 得 车 m ez 
&,CO MIRI T Er B ZER, 

iq (t 3-9 —qG-- A, | «e 

此 外 ,存在 全 TEF Uu AERES jo(e)， 使 得 若 jum 
je CO ME path m path Ee ERES AA pGO 
ERAM. 于 是 存在 正 整数 N GO ,使 得 若 j. INO. 对 所 有 1 
ERIR 

|pG--A)0 pUth | 6, IgG th ) qG- E hup Eee 
由 此 推出 ,车 SNOER ETUR 
f GA) — FGTAOI«2e RAAL). 

本 他 最 后 这 部 分 内 容 目的 是 说 明 : 7 是 汤 近 概 周 期 ,六 六) 具 
AEA. SORRERA ,这 三 者 之 间 的 等 价 关系 , 为 了 证 明 
这 一 点 ,我们 还 要 给 出 几 个 引 理 和 定理 (证 明 参 看 [15]). 

引 理 1.4 若 f(t) 具 有 性 质 (P), 这 里 :EE€R. ,在 Ri 上 fofi 
界 且 一 致 连续 . 

定理 1.14 若 f(i) 具 有 性 质 (P).1:ER;， 则 f(t 具有 性 质 
(也 ) ,反之 车 f(t) 具 有 性 质 (2), 则 具有 性 质 (P). 

定理 1.15 车 f(t) 具 有 性 质 (P) ,tfER;, 则 f(z) 是 渐 近 概 周 
期 的 . 

证 [670.3 425048 T,2:0.48 8 [2.7 ]f) Sre 

380 


LÉG- 0) — F0 | < ATP IRT, WE. IBI rA keot 
roo, 由 [15] 中 的 证 明 可 得 {fG 二 ww} 有 一 个 子 序列 
{ft 十 如 站} 它 在 中 :上 一 致 收 全 于 一 个 概 周 期 消 数 (0) LEM P 
一 cc 时 e 7-0. BE 办 定义 为 
77 Sup | fF 02-7 5GD | 
由 当 j— m 7 -0, 对 于 £220,759 gOS fO) — BG) LIEBE t 
六 :我们 有 
ig» I FT 一 了 人 十 下 | 十 | 十 下) 一声 (有 6,3, 
这 表明 当 colt o GO 0 AGO Xe mm BESTE I. 
最 后 我 们 有 
定理 1. 12 
7G) 渐 近 概 周期 "二 s O RAER) 


KO BOR ID X — — 


$2 WEE FDE 


对 常 微 分 方程 
axG)- f.) (2.1) 
RKPreR. fü €COXQ.RO.QCR' 是 开 的 , 若 FOX 
于 t 对 TE 是 一 致 概 周 期 的 , 提 称 ‘2.1} 尼 一 个 概 辕 期 微分 方 
程 ,类 似 地 可 定义 玻 周 期 FDE. 
B C-C(—rn0].R0O.H€R.B H= poig 
CuS igp, |g «HJ! 
Ig|— "nad 419901. CC 是 开 集 ,f :RX Qmm 连续 . 
EX 2.1 称 fQ ,关于 +t 对 ec 名 是 一 致 概 周期 的 , 若 对 
V £220, EQ HE REW, d C u07 0, E GERE — IE e, 
38] 


WB] pCta] ETATE r, ERE 


a+r p — fn te RpEW (2. 2) 
# fü ‘DRT tI rE QE- KA] RFDECA) 
rG)-—f.x) (2. 3) 
Et a AA A o p TE. 


和 例如 ab ERRARTE IBS WMF n € Cs. 

方程 
rG)-—aD0rG Mr rü-r (2. 4) 

E- T 8E JS E3255 AA ER 25 PLE eR EE S (RELAY TERR 
以 后 略 记 为 {14,P)IRDDE ELE CA, PORFDECA SS, 

由 定义 自治 和 周期 FDE WEH EH FDE. 

对 辫 近 概 周 期 函数 EO, AREA) .性 质 ( 工 ) 都 沿用 8 1 
的 定 饼 ,并 有 相应 的 结果 ,但 必须 注意 此 时 把 R" 换 为 忆 , 初 始 数 据 
空间 不 是 局 部 紧 的 ,$1 的 各 种 定义 和 提 法 要 自然 地 做 相应 的 
限制 ,我 们 不 再 一 一 复述 8$ 1 的 全 部 结果 . 例如 sco-c-mImauid 
WECQCC ER f(t,9) 关 于 t 对 pE 包 是 一 致 概 闻 期 的, 当 且 
ASHER- TEA o HEFE m) .使 得 FG n ER 
XW 上 一 致 收 黎 ,不 二 总 是 紧 的 ,那么 这 种 收 黎 性 是 C 空间 中 的 
一 致 收敛 性 等 等 ， 

注意 到 概 周 期 FDE 是 一 般 的 非 自治 FDE 中 的 一 类 特别 情 
形 , 于 是 第 四 章 中 的 基本 理论 对 于 方程 (2. 3 都 适用 ,但 自治 与 周 
期 系统 的 理论 则 对 (2. 3) 未 必 适 用 . 

对 概 局 期 FDE 稳定 性 、 有 界 性 , 渐 近 性 的 研究 结果 ,可 以 概括 
地 评述 如 下 :要 得 到 相同 的 结果 ,对 概 周 期 系统 所 附加 的 条 件 , 比 
非 目 治 系统 所 附加 的 条 件 弱 , 比 自治 和 周期 系统 强 ， 

现在 设 差分 算 子 DG. gp RT f(t,9) 关 于 1 对 cc 人 都 是 一 
致 概 周期 的 , 则 满足 第 六 章 定义 的 方程 
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d 
j Dx) = ftr) 


D] A 19 8] HR P SLUT BR S85 A E M ExPie B A RR A SEE. , 简 记 
3A ,P)NFDE(CGD, F). 

最 后 ,我 们 指出 ;对 概 周期 FDE 的 基本 理论 与 线性 系统 理论 ， 
还 没有 相应 的 专著 系统 地 结 出 严密 的 理论 体系 ,这 是 有 竺 读者 去 
敌 的 一 项 有 意义 的 王 作 , 它 应 当 反 上 映 两 个 基本 要 求 : 

《1) 既 反映 与 常 微分 方程 类 同 的 性 质 , 又 能 用 各 种 反例 和 条 件 
严格 区 分 出 与 常 徽 概 半 期 系统 的 本 质 区 别 . 

C2) 细部 地 到 分 出 , 概 周 期 FDE 与 非 自治 ,自治 .周期 的 FDE 
保证 解 的 各 种 性 态 的 条 件 有 什么 不 同 . 

由 于 概 周 期 系统 不 羽 在 天 文学 中 ,而 且 在 生态 学 与 控制 理论 
中 有 广泛 应 用 . 事实 上 , 当 出 现 两 个 周期 是 不 可 公 度 的 干扰 因素 
时 ,总 要 引入 概 局 期 解 . 在 近代 微分 方程 理论 中 同时 引入 时 滞 与 概 
周期 这 两 种 因素 是 必然 的 ,不 可 让 免 的 , 本 章 仅仅 是 一 个 简单 的 导 
引 , 有 兴趣 的 读者 参看 [15] 的 附录 . 


$3. (4,P)RFDE( 站 概 周 期 解 的 存在 性 


座 用 5 中 关于 f(z) 为 渐 近 概 周 期 的 定义 ,我 们 先 给 出 一 个 
与 常 微分 方程 类 似 的 概 周 期 解 存在 定理 ， 

定理 3.1 设 RFDE( 有 (2,3) 是 概 周 期 的 . 若 (2.3? 有 一 个 渐 
近 概 周期 解 z (4) 定义 在 民 ;: 上 ,对 Yt 实 0 Ix (O | Ca H BI 
(2. 3) 有 一 个 概 周 期 解 ， 

证 由 于 xQ) 是 有 界 渐 近 概 周期 解 , 放 有 分 解 式 

rü)—6G + I) . (D 
其 中 &() 是 概 周 期 的 ,F702 一 0, 当 1 一 50, 自 (1) 和 (4) 的 一 致 连 
FE ERE WCC, ERMER ECW 时 ,由 性 质 (IL), 可 令 
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(5) 为 使 上 一 oc 时 cci] FE F1. ri E RXW 上 


fatu —- fip 
HÆR EECH) i GMHÉ— SP 87 (是 概 半 期 的 . 
4 z)—rGcnd z'UOREXiE—n—rzxi«ooLb.XpVo 
>r F EW, HARIH 有 zt) 是 方程 
TOS fHn) (3. 2) 
的 解 , 由 于 atro = Eaten) HaHa, 2$ £796, 可 见 
当 kco} zi G)796* (的 在 任何 紧 区 间 [ 一 六 ,N] 上 是 一 致 的 CN 
2 0)6€' GO. 35 —T- 9E JEL ERE CHE XE xi 的 分 解 式 是 唯一 
B. | 
ind $2 指出 的 那样 ,我 们 有 关于 (4 * PDORFDECA XQ. 3) 的 一 
个 结果 , 它 是 定理 1.2 的 推广 , 
定理 3.2 H0 fGSCcCOUXQ RRF: 9€ OCC 是 一 
致 概 周 期 的 , 则 对 任 一 实数 序列 (A ,存在 子 序 列 OO DL ERE 
KE guum cCIOxO.RO Bf kolt E RXW 上 一 致 地 
有 
fFG4- 0, pagi g (3. 3) 
K'rpWCORCEIE GEH eG QI XT cx pE 0-— 38 8 
的 . l 
EX3.1 TORREA SATA HAEA a 
空间 , 即 f.€ T GO3E X. 
Fea fa. fcr.g.r€R (3. 4) 
HOD dn iG. 30 E XC T COR —3x Bi Gn. Wy) HOA F ag 
^76 Guill". 
33.2 Q. DHR r ORAE HOPES Fatio% 
于 紧 集 天 是 稳定 的 , 若 对 Y 60,3 9€(0 >0, 使 得 每 当 gEHCF) 
MED r. | 六 一 唱和 Be 以 及 pg)sBCe) 时 , 便 存 
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ratr) ra, Opg) Eer (3. 52 
其 中 乒 一 .Fi 十 rr 而 40 8 是 方程 
r= gir) (3. 6) 
Op, HITY rsoo Giov gg €K. 
E 3. 2 还 可 这 样 震 达 ， 
“iR rE HORDI FET K ERED, WRAY co, 
0.3 6€0220 (03$ 9 g€ HOD ire pl 8G pg AC 
BUE 
IUJ rr. gol Tr 
其 中 rae g ROG 603 G.o mE. HJXTV £c mL EET p 
g)€ K", 
5E 9, 3.3. iE —C,^ B^ 20, G)JR (2. 303 £220 EE | 
«BOB B" BINE GRE SESS EOGEB AI o250, V 60, 
3 86070, f£ EE GO [a.o00 X Co * 上 的 任 一 连续 函数 , 且 
MV G.4D€[a.o 0 XCa* jep ce 时 成 立 


lger fita eaei) (3. 7) 
£r 9€ C, * EAE lr 91 6C) T] 7p Fi 


rS glr) (3.8) 
Hio DEEME—SR8 OG ,对 ¥ ro 满足 
Iz — 20 G2] «e 
完全 稳定 性 实际 上 即 1944 年 i T. Hg RR ERR ET 
扰 下 的 稳定 性 . "我 们 把 定义 3. 3 换 一- 种 方式 表达 之 :考虑 方程 
TAS f(t) (3. 9) 
rQQ)— Fitr TT RG 0) (3. 10) 
其 中 FARIRXCa* R" (R, =la, E050) ERY gE R,670,3 
óCe)2»0 ERG. 0g RE CO. 当 
[RG 016€, OM [x GO | ze) 
|r. pi «Cte 
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BIG. 10034 Go p E FETTE x0 Gp E 
[人 (一 了 人 | < 
则 称 53-9)? 的 解 (在 经 常 干 拢 下 是 稳定 的 ,或 者 说 是 完全 稳定 
的 . 
定义 8.2 和 定义 3.3 这 两 种 意义 下 的 稳定 是 有 区 别 的 . 定义 
3. 3 过 定义 3.2; 但 反之 不 真 .例如 方程 x(z)==0 的 专 解 不 是 完全 
稳定 的 ,但 它 的 零 解 在 沉 圳 ( 门 的 扰动 下 是 稳定 的 . 
定义 3.4 设 扩 是 给 定 的 Cs 中 的 紧 集 ,zx(z) 是 (3.9) 的 解 ,使 
得 LEK HN 120 ELE ge HCOTSACEHCGOGICOJR f ifj 
JE). 定义 
pGh,&)-—supi|lgit.pg —hG.9) 1:t€ R,oc Kj 
XV £0.32 96020, KEHO, 18 — 9 COD 
Pf og A BGB EB IO 


(Tr n GO dr de (3.1 
其 中 00,29€ K.f.G.oomfGdripx(it 0.4, g) REL 
T= gitz) (3.12) 
it CO, JO E RE. 
我 们 有 


定理 3.3 设 玉 是 Cs 中 的 蛇 集 . 若 系统 (3.,9) 有 解 OB r, 
€ KXIV :£zz0 T. 又 zt) 在 H(f) 扰 动 下 关于 下 是 稳定 的 , 则 
xftt) 是 渐 近 概 周 期 的 ,从 而 (3, 9) 存 在 概 周 期 解 . 

证 BEA n) Ekot rnac Aer G)—iGclrn. 
Br GRE 

rG)-—jfGdr, c) i 
B E iti c, HR. 并 有 目 z+EKK XIV £260 及 一 切 下 成 立 , 此 外 
BRAO EH So RAL FEEFEE. HRA) E 
HORD FXT ARENE PAA a iom Tm 
列 Jr ET ah ER atap keot RXK E 
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— fiir 2t ,因而 存在 整数 妨 (t)>0, 使 得 只 要 mal, kk lE), TE 
RXK 上 就 有 
| FG rn —fGTrn.oizéo) 
其 中 6 是 定义 3.4 中 确定 的 数 ,因此 e Cf o feo scÓCO FU m 
Tk Ekle) A HEK, AG laria Ki, H Emak 
Ř CE}. 
OEN = fattar hR .Hait€K.XHpi Gn 
吾 《fi) 的 扰动 之 下 关于 KK 是 稳定 的 ,并 且 f,E€ HCfw). 我 们 有 
Iz? — 27 | xGeX$ V e2E0 LL. FUE m ARS GO. nam 
& Ce) , Bl |xd V £0 有 
ratr) ratr) e 
=ru) EAA A. 电 定 理 3.1— (3. 9) 存 在 概 周 期 解 . 
定理 3.4 若 (3.9) 的 解 zG) 是 完全 稳定 的 , 则 它 在 HOIR 
动 之 下 关于 天 是 稳定 的 ,从 而 推 知 (3.9) 有 概 周 期 解 . 
我 们 再 给 出 几 个 结果 ,证 明 参 春 门 5 
定理 3.5 设 (3.9) 是 关于 上 对 xE 一致 概 周期 的 , 且 对 心 
FERRE KI EXE LOO ,使 得 对 eec K 有 
If en) FG polis LOO [o9 | (3.13) 
FB 9034 2250 BUE E ra. po 81 IxG.0 gH, 
0,0 H,«coH £k — SC CER XE «30 (3. D AE — n5 Pt A R., 
忆 是 完全 一 致 全 局 渐 近 稳定 的 ,并 且 以 BH, 为 界 . 
考虑 (3. 9) 的 相伴 方程 (乘积 组 ) 
EOD = ft, x) (3. 14) 
ym f Gy) 
EpÉG aDAUT 103p 9€ Cs 是 一 致 概 周期 的 ,f(g C CORX 
Cr RO.CyCC. BXIV 070.3 LGO02»0, 4818 (€ Roc C. 时 有 
|f Go | LGO (3. 15) 
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定理 3.6 UD ImO.p6€Cu. 存在 一 个 连续 的 GER. 
VO) 满足 

(Dut | pp EV Cp Ev pO— 1) 

GD IV Gg 0 —VGievDixbitiga—aelTih-ol! 

GiDVa a Gg do sz —aVG, od» 
其 中 a—const. 70,uGO v GOXEZE ER s—0 BI uCs)--0. À— 
const. >C 9,4 € C, XI o. € C9 G —1.20 VER ATF D. 
ER EG 9008 — RE n Gm BER [n (og LH HB Ram 
0 H>H >00, HI C3. 90 4E Cu 中 有 唯一 的 完全 一 致 渐 近 稳定 的 概 
周期 解 ， 

定理 3.7 设 存 在 定理 3. 6 PENZA V Go D BUE TEGERE IU 
IE (E GO GiD ELA 

GD VG pp Vp) RO) | 
Rp X RIO0GÉ dio€ CX o € CoG 1,2» k RT EL CCP p 
此 外 设 (3,9) 有 解 zi 使 得 对 于 12620 RAE CD Rials 
C, EIE Jr E2ÍH 

r= far D HR (3. 16) 

其 中 f(f,9) 关 于 1 对 pE Cs 是 一 致 慨 周 期 的 ,h(E R 关于 1 是 
SE THE ÉL. HAGOR const. 对 ¥ zr € R x38 Z. p 


a7 CR) Ce Hc HG. 164 Cu. HAE 36 e — ROT 
A fecERUBUS NE IIBER H 3R HPHH H. 


$4 CA,PNFDE(D OE S E SR e s 


考虑 NEFDRECD , 门 


Í Dur) m faa) C4. 1) 


HrBD.FK€COG, x Q.RO.OCC HFR DG. OE Oo 处 是 原子 
HDO. FG DX to pE Od a A Ig y T uESH TS 
TEL AE DE -—DG-90)—g0.Q.g.R, Xx Q-—R i 
续 , 线 性 ,只 是 稳定 算 子 . 

€ H' =const. 我 们 有 

引 理 4.1 设 存 在 常数 工 , 当 YECrpuECr Bf 

| FG — FG. E E|Iv— 9| (4. 2) 

HG. DET GI* MAARE. WFE V ZAV Gs, 
PR XC X Cu  R EIE ZR TAE 

GuCGDGe—DGM$ Ds VG.o DOsvCGp— $1, 这 里 uv 是 
连续 递增 的 正定 函数 - | 

DV Ep Vp Ix Lim elt 49s: X 
里 艺 是 正常 数 . 

“io WE TEH. 


S DG) m fx) 
4 (4. 3) 
FO y= fü.) 
的 导数 满足 
Vant pp —rV Vd .r-—const. 7-0 (4. 4) 
3H8 4.2 FGD gE p AT (X ec Od — Sms H 
的 , 则 下 述 两 结论 等 价 . 
(Dm Gr) Cc mCf) m 是 概 周 期 函数 的 模 ， 
i) 任意 使 得 Gc quic a OREA () ,存在 子 序 
Pi {a }) 使 得 g(t 十 rs , 风 在 名 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收效 Frap. 
定理 4.1 REEERE VGO. p JOUER PLA IE 
Mu GDOP DG Dx VG. osxv(dp—9 D. Ern els), 
vs) fe yk Sk H E E en Sn. 
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GD IV G9 POV pp ILL A-R tiA H 
*]a€cCc, ECES, 2L PMF y. 

GiDV an pp rV app). 
FRSO p DOP 关于 上 对 9€ C, 是 一 致 概 周 期 的 ,54. 1) 存 在 一 
EDS EAE E 

jrn Ey — nme (4.5) 

则 (4. 1? 存 在 唯一 的 渐 近 稳定 的 概 周 期 解 z( m GO Tm CÓ f 
mCGD),25 fp Dap cir ép T m AR. (4. 1) 存 
在 唯 -的 渐 近 稳定 的 周期 解 . 

为 了 征明 这 个 定理 ,需要 引用 第 六 章 的 一 个 估计 式 :3 正常 数 
a xXIYACCO,.RO,2 AER 


DG» y —hG) i Ts 一作 (4. 6) 
的 解 y Cop. h GOL EA ARX, 
lx Gg [ce "780g HA S. [AGO | (4. 7) 


现在 给 出 定理 4. 1 的 证 明 ， 

设 xla, p) JECA- DEUS SE Dij $,—«c ETTESCSE 3 E RU 

tt} 是 实数 序列 coo G0) , E48. 
limfata ,p= f. 


(4. 8) 

limDG- rg D» 

XIV ec 0. m 83 nC 0 满足 
Kap tte kn (4.95 


2gge h "e. Sutro P SEH Euge Gg 
a» pE Sa 
现在 考虑 VG x, I. ee 753 Xi ,Tits 是 方程 组 


dO faa) 

(4. 10) 
dA iL Fan ru) 
的 解 , 设 cO ,ytt) 是 (4.3) 的 解 ,XQ zG CA 100 B8 RIT. 由 定理 


茶 忻 立即 导出 
V. aan PEV Gars tE «G5 28? 
两 边 同 乘 e" 从 o 到 十 ti 积分 得 
VG rixa, Ua Ea Gg). tcd 
AREO. DIA 
EZS “Eir, | erm0Or Rn(e) 
Bl (zt 十 zz 在 尽 土 一致 收 黎 一 zx) 是 亲近 概 半 期 函数 人) 一 
(ty 十 et 人) 是 概 周 期 陋 数 ,gt 一 Ottooy{[ 庆 他 十 2)} E R; 
上 一 致 收 仇 于 GG) RAAM. 
BEER CA. 17? 的 等 价 积分 方程 
DG, Dz fsa )ds 
用 Lebesque FEMRA ERT ur fs 
DED zt | fd: 


Bl zG»3É 4.1 的 一 个 概 周 期 解 - 

由 引 理 4. 1 和 定理 4. 1 ERU 

定理 4.2 R/G, DOP KTF X) gE, 是 一 致 概 周 期 
B. EL E 

(D. DX TI^ .H) OBI EE . 

DIEA- -FAP SLi glp pc Ca. 

GiD (4. 1 存在 一 个 有 界 解 满足 

ESCHOSEM (2190 
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Wa. 1 存在 唯一 的 一 致 浙 近 稳定 的 概 周 期 解 0 GO o mCr) —mCP) 
MaD). 
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第 十 一 章 


LAT ir FDE 


本 章 给 出 无 穷 时 湾 的 有 关 概 念 和 公理 体系 ,并 由 此 建立 基本 
理论 ,研究 解 的 各 种 性 态 . 


$1 问题 为 提出 


4 FERE FDE 中 我 们 总 是 假定 GEr( 委 > 一 const. XX H. ra) 
在 离散 河 量 和 的 情 形 妈 偏差 ra). 如 
r= firl rt) )) (1. 1) 
在 分 布 清 量 航 情形 即 积分 限 之 一 的 eO ,如 
zo) P gato ,x sds (1.2) 
对 于 更 普遍 的 情形 ,r(z) 的 含义 已 在 第 一 章 中 系统 指出 过 ,由 
此 建立 的 Banach 空间 COL 一 r,0],R"} 作 为 初始 数据 空间 ,从 而 确 
立 了 第 四 章 那 样 完整 的 理论 体系 ,回顾 一 下 有 下 列 三 种 情形 是 不 
能 概括 到 有 界河 量 FDE 中 去 的 , 册 
GOrGO sk ott) 是 无 界 的 连续 葡 数 . 
(2)0(7) — co. 


(332(0 — Jaz. ler) Too i on, 
1 (d 


如 果 我 们 作 如 下 的 形式 推广 :方程 
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xG)—f x) | (0.3) 
中 ,+ 表示 右 导数 ,z= 二 x 人 十 站 ,9ER_ 二 (一 00,0], 并 把 初 值 问题 
也 写成 

t= f(t ,7) 

MP 
则 初始 数据 空间 到 为 C=C R, R), 那 末 看 来 推广 已 经 完毕 ,而 
SEES AR 49€ CCR- ,R") 的 确 可 以 包含 C1)(2)(3) 三 种 铺 形 ,得 
CCR. ,R')7 Re — A Banach 空间 ,我 们 将 失去 应 有 的 代数 和 拓扑 
结构 , Ain C 的 范 数 为 |j。| 如 下 ， 

Ig| — sup ler] eec (1. 5) 


则 根本 无 法 讨论 解 的 新 近 稳 定性 ,因为 (1.4) 的 任何 非 0 解 关 于 这 
个 范 数 必 有 | 
|x: |= sup leats) | 270, 24 t+—of} 


BU x 必 不 趋 于 0. 所 以 无 穷 时 请 FDE 的 全 部 基础 和 依据 是 如 何 选 
择 初始 数据 空间 ? 换言之 ,在 C 上 附加 什么 样 的 公理 限制 ,以 便 能 
把 有 限时 少 的 系统 理论 予以 推广 ? 

对 于 无 穷 时 入 FDE 的 三 种 具体 形式 (1)《2) (3), 在 建立 统一 
的 初始 数据 空间 之 前 ,早已 由 经 典 分 析 的 方法 研究 各 种 指定 的 其 
悼 方程 ,例如 对 具 无 穷 积 分 限 的 Volerra 型 积分 微分 方程 ,对 无 
RARE rCt) 的 方程 都 有 大 量 研究 工作 ,本 章 的 目的 在 于 建立 类 和 似 
第 四 章 的 普遍 理 论 ,而 不 在 于 具体 介绍 各 种 方程 的 个 别 结果 . 

最 后 ,我 们 要 指出 一 个 极为 重要 的 事实 ;从 第 一 章 的 基本 概念 
分 析 中 可 以 看 到 ,任何 有 界 少量 t(f) 决 定 的 初始 集 E, = r), 
£— T) Su, tt) U {Eo} 必 合 在 固定 长 度 的 区 间 [ 一 rts 之 中 , 补 
充 定义 后 可 设 初始 函数 定义 在 [#6 一 r,t。]J 上 ,而 不 影响 解 的 存在 唯 
一 性 ,如 果 再 补充 定义 

90 —gX,—r) tE cotar] 


(1. 4) 
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则 这 个 ?所 确定 的 解 与 原先 定义 在 [es 一 rt 上 的 ?所 确定 的 解 完 
全 一 样 ,换言之 ,只 要 补充 定义 初始 通 数 的 定义 域 使 之 为 (一 名 ， 
zt] 一 切 有 界 滞 量 后 题 都 可 归 和 无穷 时 洁 问 题 , 从 这 个 意 多 上 说 ， 
AAA FDE 所 有 结果 应 当 全 有 有 界 时 河 的 相应 结果 ,倘若 我 们 
有 了 完整 满意 的 无 穷 时 河 FDE 的 理论 体系 ,有 和 界 时 潍 的 现 有 理论 
便 只 是 一 种 特例 ,只 起 导 引 作用 , 但 事实 不 然 , 雹 穷 时 灌 FDE 并 没 
有 得 到 所 期 望 的 系统 完整 的 结果 ,而 且 若 用 它 代 的 有 界 时 河 的 现 
有 理论 ,势必 太太 复杂 化 ,结果 也 粗糙 得 多 ,是 完全 不 可 取 的 , 况 旦 
从 应 用 背景 来 看 ,有 界河 量 FDE 理论 做 为 主体 是 自然 的 ,合理 的 ， 
在 上 述 一 般 性 回 厄 之 后 ,现在 我 们 要 用 各 种 不 同 的 方式 来 确 
定 和 初始 数据 空间 一 一 在 CCR_,R") 上 附加 公理 条 件 ,暂且 把 所 要 
确定 的 空间 记 为 BRA gE BV B. € BLEEUL B 也 称 为 状态 空 
间或 者 相 空 间 ,(1.3) 中 a, A RXB>R. 
B 空间 的 公理 (1978 年 由 J. Hale 5j J. Kato 提出 的 [3827). 
H Bj&R.—mR 的 连续 函数 全 体 ,总 是 一 个 实 线性 向 量 空间 ， 
其 元 记 为 pee 
e—4eQ)—GG CR. 
我 们 所 说 的 对 B 附加 条 件 限 制 或 公理 表示 成 ， 
设 五 中 给 定 一 个 拟 范 数 |，|s( 有 时 称 为 半 模 》 
并 且 设 
B=B/| * 1s (1. 6) 
是 一 个 Banach 空间 ,B RO EXE | * ja 由 | 1s 导 出 .BB 中 元 用 es 
em 等 表示 ,它们 对 应 于 关中 由 范 数 | ， e 确定 的 等 价 类 . 对 站 p 
所 BB, 与 之 对 应 的 等 价 类 中 相应 的 元 记 为 gp, 并 县 在 B 中 pg 一 ge le 
—$|,—-03t—9 2€ e. $€ o mir. 
对 p>0,8EB, 记 是 8 在 (一 呈 , 一 8] 上 的 限制 ,在 8 中 定 
mMk. |; 如 下 
iple = inf (infCIdl at = 25.2 — 9) (1. 7) 
JER PED 
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ELE [€] ex igla Hiec B: I| ;7-014É B 的 一 个 闭 子 空间 ,对 雍 


B'—B/i*1s (1.8) 
是 一 个 Banach 空间 , 它 的 范 数 仍 由 拟 范 数 |* 13 导出 ;为 方便 计 ， 
仍 记 为 | * l # 

{pie—= (€ Bile-9éls-90) (1.9) 


是 B^ RET W g =g Rue (p 
iiC—eco.a]-—R*. .[5, oc) — R" ,网 
XPTGESERLEBMBCT R HAR D. € RUE r EA 
nanlu GER. 
i AS 和 pE B, 
F(= {z RÁ—- R" i, aO ELOA] EXESE! 
F,SUUACQD pE Bj (1.10 
Fi fr£EHBH oA, 
(aD XIV x€ Fa V rc F0, A] € B. 
《as) 若 五 中 两 元 相等 ;98 一 加 WAY B0 有 17 一 上 lp 一 0 其 中 
7€ Mp ÈE eg. 
Ca) XIV. 8220, llo [ol in d- del s. 
(aOXfY oc B R3 —- K.190 | K Il s. 
Ca D XIV EB 及 某 一 常数 民 , GO SK iia. 
对 这 些 公 理 芍 合 义 与 记号 一 一 注释 如 下 : 
(对 Cm) 记 2 A B PREF n 的 元 ,在 公理 (ou) 之 下 ,对 
Y A0 和 pE È 可 能 找到 EB 使 得 
OD —9x«02- 00.0€ R-*. 
i r B- B mmy 
B^— ((pc B.—g oc Bj (1D 
使 得 当 且 仅 当 90D — 90 [D .6€ Rz?" Wb ge ^g. 
(GL) XE GO ,在 这 个 公理 之 下 才 有 可 能 定义 线性 算 子 vi B— 
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B. 即 对 使 得 9€ lol 9€ B. 
re {gts (1.12) 
GiD X (G0 ERES Dolo HE on do 类似 的 办 法 在 号 中 引 
AMES plot F: 
elu» c inf infC 119: 940200 0€ [—8.01]:2— €] 
(1. 13) 
由 这 一 公理 看 到 GE Zo — ys HÄH te [0,Aj 时 r) =y), A 
zr 一 Yr 于 是 可 以 考虑 E Fa AAE rE rF, AER up 
时 g00) 一 $00). 所 以 要 引进 公理 (Ca,)'， 
Cv) 对 Ca), 这 表明 对 每 个 y, 当 y= 二 pg 时 ,次 (0) 都 相等 ,因而 
可 用 式 0) 表示 , 而 (ew) 是 ta,)' 的 等 价 形 式 . 
(2 Ca) Ga) Ga 0 RE TE[R] B 的 基本 公理 . 下 面 简称 "(eo) 公 理 *， 
并 假定 它 总 是 满足 的 . 在 (C2) 公理 之 下 .B 中 的 元 与 疡 中 的 元 都 可 
用 ?表示 而 不 致 氟 淆 ,对 空间 马 也 略 去 “”  ”, 而 写成 B, 除 非 我 们 
* Jc FR HII. 在 (a) 公理 之 下 ,我 们 对 无 窃 时 沾 RFPDEC 有 A) (1. 3) 给 以 
严 烙 的 定 文 . l 
EARN RFE ze X, EN C 改 为 满足 (a) 公理 的 空 
H B. OO RX B 中 的 一 个 开 集 . .六 只 -一 及 是 给 定 的 连续 算 子 ， 
Ri z& G1. 3? 叫 做 名 是 的 汪 后 型 无 穷 时 灌 泛 是 微 分 方程 ,也 简 罕 成 
RFDE(/)8& RFDE(Cf. Q). 
定 光 1.1 Bil RFDECAÓ KC. DEKE ICR ERI., ER ER 
E rU {RL EIR EERTE GI € ,rtt) 是 连续 
可 微 的 ,有 在 1 上 满足 (1. 2. GS Ri 一 (一 co,t], 下 辐 ) 
定 光 1.2 对 给 定 的 (so,9) EQ, 车 大 在 -一 个 A>0 iE ru, 
oD Els ALEE. 37 的 一 个 解 , 旦 
THAT =p (1. 14) 
则 说 xG.o DAE. 3) 过 (9; 的 一 个 解 ， 
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由 公理 (al) rla O= pO R 中 的 一 个 确定 的 值 . 

用 这 种 方式 定义 相 空 间 有 三 个 问题 ; 

第 一 ,fa 公理 是 理 足 以 名 证 可 以 把 有 界 溃 量 FDE 的 理论 推 
RRA mA FDE EE? 

第 二 ;是否 可 议 建 立 这 种 满足 (a) 公理 鸭 空 间 ? 

第 三 ;是否 有 构成 所 需 的 相 空 间 的 其 他 方式 ? 

对 于 第 一 个 问题 ,回答 是 否定 的 . 即使 是 为 了 建立 无 窃 时 灌 
FDE 的 基本 理论 ,也 要 做 进一步 的 公理 假定 (( 有 ) 公 理 ). 

对 于 第 二 个 问题 ,回答 是 肯定 的 ,例如 

例 1 可 积 函 数 空 间 满 足 (a) 公 理 ， 

B g: 尺 -一 足 是 一 个 非 负 的 局 部 可 积 函 数 , 旦 本 性 上 确 失 范 


数 意 义 下 满足 

ess * supig GO ,10 «oo HO (1.15) 
Hs 

güdT0usGgGD. XIV FER_,sER_—N, (1. 16) 


其 中 N, 是 R- 中 某 一 测度 为 零 的 集合 ,GG 是 RR_ 上 的 非 负 函数 . 
在 上 述 假定 下 ,对 Y r<<sup ilegGG) 0). 存在 常数 
CCG2 fF 18 
g (OsCGOe eo BE ILE bb ng, sr. (1.17) 
事实 上 ,可 选取 = «0.48 logG G2/s Zr, JRBI GG X; 
exps, * r. 设 是 民 - 中 使 得 对 某 一 个 整数 点 成 并 1 一 ,EN 的 
合 , 且 测度 m —0. 
N= Ü (stes € N IER.) 
LÀ rE R i m0, [d s, St — ms. S. 0 
WD r7 ms 时 ,有 
g(t)- gG- s —s EG gt s) nnnm 
EGO" g (t—ms,) 
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m. n rt H 


ge" gums =g ms, e , 
z= g (ams E "Dg" ER- N" 
再 取 
C(r)— ess, sup glimis pe "^ "7 
Sm 
—ess. supg Cs)e 


FE 


[5s supg(s)e "或 

— go ELO 

ess, supg(5) ,r —0 
zo EVO 


22m 10 B rA] AM 
我 们 注意 到 若 取 


Gs) —ess. sup gG D 


gl 
UG 自身 适合 (1.16); 对 ¥ sE Rd 


Gs) —ess. supg Q4-5—0/gG) 


Gg is HT) 


(1.18) 


Sese. Sup pg Cr) —GGXGG) 
Bl GI EG. 170 Bl 
l gs) 
Cup plog ess tup ety 
时 有 
EG 5) - oun 


ess. sup 
FIT gi) 
这 样 选 择 G Less. sup (GG :02eszes. 的 有 界 性 作为 假设 . 事实 上 
可 以 击 14J 中 推导 得 . 
MER B= {9: 民 -一 R ,可 测 且 18|s<<ce ,其 中 


PIOS EKA ae (1.19) 
对 应 的 B 空间 是 一 个 Banach 空间 , 它 满足 公理 Cai) Co C) 


(aJ. 5 为 
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(DH EFA ATO, rE AHEL AJA AORT 0 
可 测 , 且 
EAFLUIESOQN +[ gr 0 1d8 


SOLS EOGH a6 gez oet ta 
=O l+ RODEO at | EOE a 


i FG) bz) (stsup| gdi oo, 


由 此 推出 nec B. Go x. 

iw K-ig leo plac [^ e ID 1d6s Gl 
(20 RE EA 

(3) 由 于 ge- 49990) — 600,0€ (0:g(002»0) AE 2€ pE 
€ cj 0)—9(0)0,a.e. 0€ R-?(110:g (007-0). 由 一 个 函数 在 
R-f 圭 等 于 4 一 ,在 (一 8,01 上 等 于 0 时 仍 是 可 积 的 , 故 19 一 $1; 一 


0=> la) ILE. ， 
Eor 
、 F) gxz— 
àe- [^ P 
0 — BLO 
. 0 | 
2(8)-— | ` 
pd) — BD 


PE B-»9€ h, 7EB. di 

[pls= [gla pls= [lg 
由 此 得 | pls 志 18k 十 1pln => (a3) 成 立 . 

例 2 设 8={g:R_ 一 R', 在 RR-" 上 可 测 , 在 [一 +;,0] 上 连续 ， 
Iple 其 中 他 0, 又 设 


a | sup 0 4 ip 
Ir ier aa 0 Pre [ geni, . 
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Ix peloo, 
其 中 &g:R_ 一 R 如 例 1 所 给 定 , 则 可 以 验证 (Ca) 全 理 满足 . 
第 三 个 问题 的 回 等 是 肯定 的 , 换 句 话说, 确 有 许多 作者 给 出 不 
同 的 B 的 范 数 和 不 同 的 公理 系统 ,得 到 了 不 同 的 相 空 向 ,如 
Sawano 在 [388] 中 建立 了 B 空 间 和 和 公理 B.~B,, 以 及 [197j 中 提 
出 的 C4 ,CG 等 等 ,为 了 方便 今后 把 相 空间 及 其 范 数 合 记 为 (C, | * 1) 
例如 (ca le Lo. 其 定义 如 下 ，; 
rE R, |z EARR R" BRE. Bist || = max |z; Liro; 
[a.b ]-- R^, TE f TEE 8 
[x |^ supilxG) |as} (1. 20) 
CE RIR HAA E Dk. VE RC COR. ,.RO,h G020,4 


=|" ADas<co A 


- (pec:| Ac [gl dsezoo (1. 21) 
是 一 个 线性 空间 ,在 其 中 定义 范 数 
elm [Ac glas 


为 简单 计 仍 用 C. dO 1 * [而 不 致 混淆 ， 

可 以 指出 Cs 有 以 下 几 点 性 质 : 

《1 对 Y 620, £220, 3 8—8(6,40790. 使 得 对 ¥Y EC,， 
34 |o — 9], x8 B RIE 1I — | C ee. 

(O24 «€ C, HEP e, € C, (n— 1,2, 0X |^ 是 一 致 
有 界 的 , 则 lim | 多 一 名 | 一 0 的 充 要 条 件 是 对 任何 整数 下 成立 

lim |g, g |^ ^? —0 
(32C, 是 一 个 Banach 空间 . 
GDC, 满足 Sawano 对 空间 B 的 公理 B, BL3883. 
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$2 E$SWERFDEQONAXE 


要 建立 B ZAPPER HA FDE 的 基本 理论 , 光 有 (a) 公 理 还 
不 驶 ,还 要 增加 新 的 假定 , 即 ( 让 公理 ， 
(EOX 8220 TF TEXE SEES ER BL COD ,使 得 
Ie c ACD Dol cgo (2.1) 
R'Plelt ssB tiu el 7*3, x 


: S ^ 
[2 eamin _ gbeo 145€) | .4 一 9| 


DI 82x0,7^ 是 有 界线 性 算 子 ,其 范 数 


M= 站 Ipla 
是 局 部 有 界 的 ,好 对 和 任何 B=0, 存 在 8 的 一 个 邻 域 口 ,使 得 


sup 
íeuna, Mi OG) oo 


(BP TEF ASD, | zr, X-F e XE[0.A] ERE SE 9. 
WEITE r: RiR" HE ER Ht r EB, H rOl ADE 
连续 , 则 可 得 不 等 式 


|r | ak CL x GO | 二 MG mo) |z lg. 
£€ [o,A] (2. 2) 
事实 上 ,由 公理 (as) 及 ( 馈 )(8:) 可 得 
EE [ao 十 [rs 
4 B—r—c 便 得 (2. 2). 
引 理 2.1 BDD GONE. BES 
FA(-—lizeF,G :zt 在 [0.4] 上 是 Lipschitz 型 的 } ,车 


pEi 
rC B HRA, H 4<co, 则 集合 
ro {rE A] rE FO) } 
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PRH., A rE ET: RSEN. 

证 ERER EA] aE F), i aE [0, 
A].xi—9€ rx! Gy GHEDOLA] E BR A A ziEt, 而 
r 是 紧 的 ， 又 丸 ( 的 在 [0,4] 上 是 Lipschitz WAJ, HC => 0 
$0) — a2" CO DIR xz! OEO AJELEE- -RANN MEE 

x6) t0 
z= pt) o 
则 x € ri GO. 于 是 对 xz' 一 x 用 相等 式 (2.2) 得 


EAA 
因此 对 给 定 的 620.3. Ns s li N 时 有 
jrin] (€ [0.4] 
男 一 方面 由 于 x 3E[0.A ] EXE E 3. 0770, ERA [r—- 5| 8 
时 有 


Inn t,sClo.A] 


x a[ St N: (ES E27 N. 时 ,| 一 to| o TER 
[ze — xe | a n, — n lat any mel s 
E kmax N, N RTRM S E RE. 
HKF RARE 下, (9) 
(=e z0 (2. 3) 
由 不 等 式 (2, 2) 得 
| 699, — CP. | i G0 [9X 02 — 940) | M, OD 1 o— pls 
B[ 69), RF pÆ Lipschitz 型 的 ,出 (6) 二 (p), 关于 上 是 连续 的 之 
(9), XT G.oéxksk Bg XV 60.3 06070 俩 得当 ec uA 
£520, ]t£—5| <ET. | 69,— Go. | s«eC[H re 是 紧 的 ), 从 面 当 * 
Es 十 BC) 时 ,有 
[emede S | Guns dt bnc Gris 
403 


etk Gs sup In(r2— zis) | 
&g4- b, — s) L |t—5| 
这 表明 x, ECT e SR EE SE HP LE Lipschitz $e Xx. 
引 理 2.2. CADPR ET ARR REDE Cf) 的 初 值 问 题 (1. 4) 
等 价 于 下 述 积分 方程 的 初 值 癌 题 


上 I "n 
T,= P 
引 理 2.3 BDR OEA RFDE CA) 
X= fr) (2.5) 


在 [0,4] 上 的 一 个 解 ,又 设 3 rE ,使 得 在 [0,A] 上 有 zx*(1) 一 
TD zwTCKC 当 大 一 cc 时 ,并且 当 有 =co 时 ,有 六 避风 -7 内 在 
QC E—3C M xr X HO. 满足 

QDI irt) E [0A] Em 1) 
则 ro Ed. 3) 在 [0,4] 上 的 一 个 解 ， 

现在 可 以 抠 第 四 章 的 有 关 定 理 逐 一 予以 推广 ,我 们 将 证 明 其 
中 的 一 部 分 , 其 他 定理 的 证 明 可 参看 J.Hale 与 Kato 原始 论文 
[382]. 

定理 2.1 REOR. WERA REDECÉ. QD REG, 
区 和 如 的 解 存在 . 

证 与 第 四 章 相 应 的 存在 定理 证 明 类 似 ,主要 属 法 是 : 设 (9) 
EF. OECO. 3) 所 定义 的 函数 ,由 C80) 二 (9),, 当 t 实 0 时 是 1 的 连 
AAR BR, E rE DHODHI HEERE v 满足 

xt) [ Festo, (OF y0ds tE 0A] 
yo—0 (2. 6) 
其 中 定义 为 y(t 二 zt 十 0 一 (9) G) 
对 ¥ à0.9370,.i€ 
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AQ .9)—(£,(— 05,0 j- R" IEBE 4 a BF. £0 0,24 E 
[0.6 ]Bf 1£CO Fog Rh] AC pd Banach Zz[8] C?(6— 99,8]. RD 
"PS FEL S SCC (€ 726,8] REC 09.0] EE ARE XE SEIS EC 
Bo.X ECA p, (RD XT EDO Alb. 再 设 乙 是 
B 中 元 素 e 85 SE bk HUE 6, 0 Y 60. H€90—3 00, f£ 
35 1€ [0,8,],.£€ AC&, BE LE | ae EEE aTi Sot E RES] 
f8 «€ [0.8,1.£€ ACA, OB eT 8€. 

现在 在 A.D EEXSTTULIF.: 


f fers + CP) 二 Ys 7x0 
i (2. 7) 


Teo] 
Ü pO 


RP ECA, p. BT SER, (GAY 关于 +t 连续 , 故 由 上 述 论 证 可 
得 , 当 0«CO« OA, 0n EE ASIT. AA T£€ C U — 09,6]. 
R"). 

下 面 完 全 类 似 于 第 四 章 存在 性 定理 的 证 明 , 可 以 得 到 ; 

FEER Ag tË TAS, DC AC m). 

为 紧 算 子 ， 

T XESECCP 保证 )， 

最 后 由 Schauder JR, 4E BEA T EAG, PEERAA y É 
满足 (2. 6) ,再 由 与 ympXAXImBE ri C—.rAIEÉ 


xz(D 一 0) 十 | Fesz dds fi 人 [cy 十 


二 一 全 

即 (1. DEAE 9B. 
定理 2.2 设 (8.)(B,) 成 立 ,f 是 局 部 Lipschitz 培 的 , 亦 即 3 

常数 工 , 使 得 对 Y GO, 0 pE Qu 

HOTOREIGIOES ATA (2.8) 
则 存在 连续 函数 L(z} 使 得 

am (0,9) — x, C3 44D | s LG —o0) o rs to (2.9) 
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《2.9) 可 直接 推 得 解 的 唯一 性 . 
证 WE a)l D xx Dis iii.2)€.3»2 E 3I RE 


2. 2 可 以 得 出 
u Lk o Ic) 9c +| zucods| 
TM,G-—2)09—4 [s 
HHA) 
uL {ko Rt M, —2)) le- let oL [uis 


用 Gronwall 不 等 式 之 定理 结论 成 立 ， 

定理 2.3 EDDA DR r 为 无 穷 时 河 RFDECF, Q) 
C1. 32 f£ Lo, 60 E Bao jp ie dh eb MO TRE EE — E 4B W.3 6€ 
[0,8], fi f nue B] GL n0 &W. 

证 用 反 证 法 , 设 对 某 一 紧 集 人 WC 忆 旬 定理 结论 不 成 立 , 则 ] 
FER GL) unm BERE GO S EWA FW EU CR ROG. 
LRAT. W 的 紧 性 也 保证 J e2-0 RR LERH G. 40 7& 1E 
W 的 e,—38514 U RUTO Wil fG.9) |«L. 

奉 可 证 £707 BE a7. MI CO af ep 7r RETE FU Bex OX 57 
可 延 拓 的 假定 不 合 , 定 理 得 证 . 为 此 , 设 二 六 时 ree TEE 
{E14} :使 得 一 6 ,并 且 |zx', 一 Zz | 二 es,s 是 某 一 正 数 ,显然 可 设 * 
tSp), HA nsu t. ln, ae. 

现在 定义 函数 .为 

， TT a 
一 SPAM 
出 zt€ FEGO X B c CLIQ 有 是 紧 的 , 故 由 引 理 2.1 Rez 
t' ,—t; 时 = i a T. 时 有 :二 jz — x, 1a 079 7f E . HE 
H, 
与 第 四 章平 行 的 另 包 个 定 再 列 出 而 不 予以 证 明 ( 参 看 [382]). 
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定理 2.4 在 定理 2,3 的 假定 之 下 ,者 下 把 多 中 的 有 界 闭 集 
上 映 为 有 界 集 , 则 对 名 中 的 任何 有 界 闭 集 WW,3 序列 人生} ,a 一 67 ,使 
f8 Ga ix AW. 
BEZRRRO —RXBsaxBHW EX 703 2^.(08 
lelin" Il (2. 10) 
则 3 to 1825 z,sce8 B] Gro A&W. 
关于 连续 依赖 性 有 如 下 两 论断 . 
定理 2.5 HAHA RFDECGA.QO HR (0 hR n.o. 
&E X dE[o.04-A] E,.A770 EHE— HJ. X YECB (机 1 成 立 , 刚 对 
Yem>0, 了 30, 使 得 若 (5 40€ Q.Is—o| «CO 19— élu 
8C ,就 有 
[resp)— zo 0 |s<é 
XIV t€ [maxis.a;,oe-4- A T ar 3X HU ras p RFE, Q) 
(1. 37 过 4 的 的 解 ， 
定理 2.6 若 定 理 2.5 的 条 件 满足 ,无 穷 时 滞 RFE, O) 
中 含有 参量 ACA 
ID= PAAS, (2. 11) 
A J& Jk Banach ZATE. E 了 关于 4 连续 . 则 RFDE GEO XE 
(0,9) TRE Goo) XCF Go VREER. 
证 明 参 看 [382]. 


33 EFH NFDE(D,/) 的 基本 理论 


这 里 把 第 六 章 的 结果 予以 推广 ,我 们 再 强调 一 下 记号 R = 
(—90,a j, R e [ 5, 十 oo) a; 全 怀 , 其 他 记号 沿用 $1. $2 的 表 
示 : 空 间 昌 是 由 避 的 拟 范 数 |，|s 导 出 的 ,pE B.Ielsalpls ofi 
IAF pH E PERRO). rR >R EA niRI—R XE, 
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Ax OD) I x08) GER XP az 0,e€ R,p€ B 定义 一 个 集 
uc {D= (d R Rr dug.) XE[o oa] EXERE] 

且 PT A F,. G2 

MES 满足 下 列 公理 (BO S GOL). 

《ai ) 习 k—const. 220 f£ | gc OO | E lo[ XI Y ec B 成 立 . 

(aXIV rE S aA tE loeta] rE Ê H r ÆT Els o+ 
a 连续 . 

Ca)3 定义 在 R; 上 的 连续 函数 区 (s ) 及 局 部 有 界 酒 数 
M O ,使 得 对 Y oC R.azo.rC LH 


FAMEM O cpa TOHM, (a) Lz,' 

Vk ).o€ .是 等 价 的 ,车 成 立 | 册 一 1s 二 0 和 5) 二 wls)， 
s€ [e,ocr a]. i5 29 joo. 仍 用 和 站 表示 在 这 种 等 价 关 系 之 下 的 类 ， 
出 (na 一 对 等 价 类 p. uiv sg X, oom ls E loota] p= 
在 五 中 关于 ， 1 的 等 价 类 (GE [o ora D). 

XIV o € R,azz0.o€ B ,我 们 定义 

Fe PS (ge FA (D€ 9) 
F.,GU— U Fal 

X di (o) f e€ B, nj sg X. g《0) 二 JK0), 其 中 8 是 8 的 任 一 代 
表 元 ;相应 于 公理 Ca) tay Gap az IR] B 要 求 满足 如 下 公理 ， 

(0 1902 JSA |ela.g€ B.£ 是 常数 ， 

PDE r€ FW ncBBXXTieleoahlikzE 

(B, rE Fau W 


RASSE (0) pelr) HM, COO Exil 
同样 地 .我 们 可 以 纵 出 满足 这 些 公 理 的 相 空间 的 实例 , 议 确 定 
EAA NFDE(D, 让 的 基本 理论 . 为 此 ,首先 必须 推广 原子 的 概 
&: 
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x X 3.1 设 避 和 RXB 是 开 集 ,D;W 一 R" EZH DG.g fF 
在 关于 pg 的 连续 Fréchet 导数 DPptt ,DD):B 一 R" 满足 
Det pP =A EOD LG» (3, 1) 
RopG.DeO.ecB.AG,od&s X TEO ER nx» EA Up) 
存在 且 AG .A"!GpiQPbr xS LG o 4OXT y ERE. 
并 且 满 足 公理 (rx,). 
tr 8,70 FUE SERRE r: EO, S, IR, ,rc 9,0) — 0, fil 
得 当 wEB 生存 在 Ey,(9) 一 0,98E RR-5 时 成 立 
[Le 9,40 | rt, pp ls, Ps, | (3.2) 
则 称 差分 算 子 DG ,9o3EQ ET 0 &b d" SAETTA”. 
规 在 定义 无 窃 时 河 NFDE(D, f). 
EOCRXBIHOHB. n—rGFRO.4€R D.f€CIO,R». 
DEO EF 04bÀ5JI^ ARTH ER 
D D(x) = f ltr) (3.3) 
是 一 个 无 窃 时 浪 NFDE , 记 为 WEFDE(D， 门 或 者 记 为 NFDE (CD， 
Fk). 
X A>0,eER, z€ Fa tE t€ [a.a A]B] G pE, 
H Dar ESL BELE G. 3), 则 称 x0 OG. 3088 — HR GE r, 
=p, Wip x JEJE TG. Sit (o9 E — T EID raap. 
例 3 HE R-RE TEC oe. ERER 
IOE ADEN TUS TCSPERBDESU 
BRRR R 的 某 些 映射 的 等 价 类 构成 的 集合 ,这 些 映射 
在 只 -上 本 测 ,在 [--r,0] 上 连续 ,r 一 const. 20,3£ H 


ifla sup igo | EGO 1960 | duci oo. 
u€ [-r.0] 一 上 ~ 


容易 推出 Bi 的 对 侦 空 间 CB1)* ,由 映射 
RR_—R" ， 
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的 限制 是 有 界 变 差 的 左 连续 函数 旧 J(0) =0. 对 于 pE Rl, yE 
CBD o3 BS JL 


cas [posso |. Cape ge 


其 中 ep ldi] ER R 中 的 纯 量 积 . 
WE D: Bi 一 R" 是 有 界线 性 斌 国 , 则 存在 o: RLR, R), 
L EIMERT GD 的 矩阵 ,使 得 
Dg--| ' BOOK Dds +| [du G)]gC) 
则 五 诱 导出 一 个 有 界线 性 映射 D'iCOL—7,0], ROR 满足 
De-| (4256) ]gX 9 9€ C(L — 7,0] 8) 
A;IDuCQ-rn0].ROR^dg O0 AEAT AS, 
SED) = f(x) 
是 一 个 NFDECOD, f. Q). 
定理 3.1 设 避 SRxB 是 开 集 , 则 对 YY (o,g)€ ,存在 
NFDE(tD,f,C»«3. D Ca. o BT NE. 
证 给 定 8720, 87-0, 5E X, 
Ala, 8) — (y € 87,,€0 | y€O | i B.t€ [0,o]) 
c AR Aa DE BXCOC. ROPER AGR, 2E IR] CCR* R2 
是 R*--(—oo,a] EE EXE S BRUCH DELE || 
现在 取 定 8 的 代表 元 外 定义 
gxt) x0 
eco» £70 
则 PE 多 ol ,以 多 表示 3 的 等 价 类 . 
ED, Dpr 的 连续 性 FEO DHIR Usa > O, Bo >00 ,M 
2-0 以 及 定义 在 [0, 记 上 的 函数 mm (人 (af 的 < 使 得 
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Pt) = 


FACH p ) IM, Co” T JEU 
且 对 osztzosa 0ER € A DA 


(attat) €U , Ma LA"! HtA) <É 


LA^ ietie go) | (| DG. pp — Dertg) |+ | DXGo- t9) 


f 


— D(a--t S z)4- Dolot T» | FEY 


|A att p) | LCH pz) | 
« A71 G-4-65,20 rlata a) DTP. elet 
i 3 * * 1 LES np 4 
在 Ala; 有 上 定义 两 个 算 于 ,对 zxzEAla, 有 ,定义 
se(t)=0, LER 
s Jacobo —L(es-rt.g ;:z,23- D(o 9) 
Diotti, ptet DgCa-4-t pz, Oa 
Uz(r-—0,t€ R. 
U MEA : - 
ON 
Wj 34 Oxzeszacca, (8) 0-7 8« B, z € Ar, 98) 时 ,有 
sz GO s LAT Gre- 690] ÉEDG..9 —DGH-:,8) | 
+E tE prd |+ [DG 6,90 DG - t8 3o) 
T Dg a--t pz | «s. 
Us Cs LA" Coe 80 LL [ Fts nds 
«Mal A latt p) IS 
VIAE 是 Ata,8) 到 自身 的 映射 . 
下 面 证 明 ,对 适当 选取 的 a,,s 是 压缩 映射 iE 
g(adtqz)— DG tg -22)— Dott, a — Dott p, 
由 了 ,的 连续 性 ,任意 给 定 60,3 «(0.,B€GO0 20, 8G) « B, ae) 
«eG, IBID y.2€ AG. Dre lo,o TS 
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[gtott pzd — glatt, Goyo (Selye zle 
出 当 O«— 8xz SC) ael «a COD a, 时 
ome lA! (oTt T | Li GG t9 y,— z,) | 
十 [gtott: Bs) —gGo- t. T9 I] 


"EL 


De 


[simsy Es 


{ [A Catt, g) | ECCE 0T €]IE y la] 


So LAT ot [aO Dr Gr o 0 4-6] 1x — y la] 
故 存 在 0 8; EEO A LERZ ap)<o (D ER 
R OLALI, fr 340«7 B B, 0CaMza (9) 2 y€ ACa DE 15; 
xz y|-s 是 压缩 映射 . l 
RRE U E A, p) E xESECO- ao, L0 B B. 
TEHERAN BOA, DIL EB, O, esca 时 有 
[Uz G) —Uz() | 


CACo+tsn) | || fores ptz )ds| 
t [A7 ott, p) A7 a+r, R) | [fos eod 
ü 


«E i-e Ma | A7 (o t) — A7 Qr r2 | 
Em H Ascoli 定理 之 任意 络 定 有 界 集 BC AQGLDIUBRTER, 
EAE, S +U 是 AG, DEH a— FE ERES LK Darbo 定理 
=>5 +U E Aa DEI 不 动 点 ,因而 相应 的 积分 方程 
Mn ptz) =| fots, ptz dds t20 
Z= 0 
有 解 一 方程 (3. 3) 过 ke, 由 的 解 存 在 ， 证 毕 . 
定理 3.2 若 (3.3) 过 (c, 风 的 解 存在 ,是 存在 常数 也 >0, 人 能 对 
MPE, ANE OWN. 
412 | 


[ftp — f GaDisLie-yis 
”证 RẸ StU XE Al, O HAER A Bp. 
ib 2,2,€ A(Ca, DD. fi EAE VA G — 1 2 26 LT SE B 
3.1 的 证 明 , 可 以 推出 存在 常数 K € (0， 1) 使 得 
PA (0) —52; GO) | SK; PAPA (4) —ZsCu | 
UZ —U2,O 1s LA" -6.) | | [Fes ik zo 
— flets, p+ Z4? ]ds | 


«LA^ etal) |Zu—Za sds 


«LA^ (oi IAS (s) IZ. GO — Zalu) [ds 


» 


<L zf, NAC — Zo |du 
其 中 L= E laneo Pc Gd 
oes l A 00 7 2,60 | 
CK uus ho0- 2,006 R IZ Q0) Zi G0 |ds 
从 而 有 
sup LL, P sup 


ocagi! 2:00 72:00 IIT Re]. uua £007 Zi GO lds 


sup 


H Gronwall PEAS euet 12, (0 —2,G0 | -0,£€ [0,a]-» 
Z,—2, 证 毕 . 
定理 3. 3( 连 续 依 赖 性 )  HOCRX BIER “是 另 一 Ba- 
nach 空间 X EAR D, f;QX A*—R 满足 
(DA (,9.)0,DGQ pA D,Cag, AMT Goog, 2C QXA" E 
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连续 的 ， 

GDI 82-0 fü sg CT O XL0. 8, DX A ERE AR r Cog. 

A.D Bf (o 9232€ QX A* ,r(a.q$,4,0—0 H 

Dap Adi — AQ 9, A4CO) - LG qu e 22 
KB Alp A ATC p AER LG 9 420 XT V REH 9 C 
RETE Ep AE d0)—0,0€ RZ? P B, V 

[La pp A ria gp A BD dn 

GiD ETE NFDECGD( «AD FOAD OO (o, € QüsE— 
fit. sg X TEC— 09,0) EF. 

则 对 Y 580.3 (0, 出; 加) 的 邻 域 N Cos AD ,使 得 对 (a' ud. 
MENCGG, d AD,NFDEODX * AD, FCO AD ONEC ,gg OB RR 
ER ELFE rag ,和 ) 美 于 所 有 变 元 连续 . 

证 与 定理 3. 1 的 证 明 类 似 ,可 十 3 e00.870.(0.92 8140 
域 No 外) 和 的 邻 域 Du) ,使 得 对 (0 ,Gg OEN w, AXO 
ADNA rE gl ADE RE EXEXEB. S7, ,AD HU (o dd, 
230: AC 7 AG B. QU (o gd AD E SCe ,WX ) 的 定义 与 定理 
3. E PISU 240) 

A a EAT A =N XCA NOAD r= Aa (D, 
第 六 章 引 理 5.3 的 全 部 条 件 一 在 to' o a] E NFDEODC* 9, 
FE KILDE O RETRE ETEA. 

E z€[o.5]Ht. S Grp REB MERNE SEHE 
即 可 推出 定理 成 立 . 

最 后 列 出 一 个 解 的 延 拓 定理 . 

定理 3.4 设 避 GRXB ERE. D.S 满足 条 件 : 若 WW 为 中 中 
4 7- His . EL fex W 68 6— 4558 V (OW 00 Q Dl A dE W BRA R 
TEUSTR DG) D,G,EW L-ESA 

D,G 9g AG g)9Q0) 4- LG, JD 
ERGEDEW H, lA Eo s N-const. L 满足 公理 
414 


CE so, 0 . HH yg€ Fao.se EL :so 时 


TAG NIETO pests [bOI +N Epo) gol 
Jo] rnGpsdexXES a, BU S0 BE rp OXT G cw 一 致 
£T OOI G9 € W.Osisscs Ni GYURN Gg, 4 x Æ NFDE 
(D, fM E Co, q0 ELSE SLT € — 9o ,00 FP RT SE TG A8. E E FF 
bb n—o00lE 18 C. n, ) &W ,nzz N,—const. 70 


$4 EAH RENH EH 


1978 年 在 J. Hale 与 H. Kato 共同 确立 $1、32 的 基本 理论 
的 同时 ,Kato SLA T AR IBI" AAS AR T 7523 H1 RFDE 
OORE H. 

rü)-—füru) (4. 12 

H XR R ARREZ E lx E 

X= (ge X pO Elro] E3E8E.9 € X) c0 其 中 pR- 
—R" qu —gXtd- sR. 

EM 4.1 PERC, |" |xz 是 容许 的 ,如 果 对 Y c0 pE 
X. 满足 

OREX, H ax exEsk.rc [—7.0]. 


sup 


GO p|]gco [s el xs K €), eol MGO Lgs 
其 中 eo ERKKO. MOE] ff ER £i. 

称 容 许 空间 (七 ,|]。 |x) 具 有 “衰退 记忆 ”的 ,车 KK(s)==KK， 
limMG) —9. 

HEALTHER, K| e Ex) 是 容许 空间 ,r 守 0, 则 空间 


sup 


Ot, | * IO RR ERU. IU oleo Rm 也 是 个 
容许 空间 ,其 拟 范 数 定 义 为 |plx== 19x01. 
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例 4 m c. 表示 当 及 oo 时 HLA, oj] 上 的 连续 函 数 的 集 
合 , 而 及 二 co 了 时 ;所 有 R- EES, H lime os 存在 的 范 数 p eik 


构成 的 集合 ,在 C 中 定义 氢 范 数 


lelg = ereot” lps) | 
则 (C$, |，|e? 是 一 个 容许 空间 . 

例 5 用 表示 所 有 (一 Ah,0] 上 可 测 ,e*|pls) | 在 (一 到， oI 上 
可 积 的 函数 g 构 成 的 集合 ,这 里 0 委 上 sco0<sr<oo ,在 Mi 上 定 
AU YO XX 

glace IKOH elpo) ias 


WM l- lx) 是 容许 空间 ， 

TERR TAS BEBE E TIBET n. 

R X.Y 是 两 个 容许 空间 , 若 存 在 常数 ,使 得 对 Y oc X d 
PEY, H tph &r |plx WP X<Y. 

HEX 41 的 全) 之 对 W r20, X AXAR. 

例 4. 例 5 给 出 的 容许 空间 有 如 下 人 性质， 

(a) H r> k Acct Ci M, 有 衰退 记忆 ， 

(ai) 菏 heco 则 对 Yr 和 有 有 CC M EME. 

C20 r> B. WI CiM. 

(ad 大 OSEE A soo M) CALC MM; 

MERG DP FIR XXR 是 全 连续 的 , 目 an=, E 
在 容许 空间 对 CX ,Y) 中 的 各 种 稳定 性 定义 如 下 ， 

定义 4.2 设 (X ,| * [DY]. | 是 两 个 容许 空间 , 革 <<7， 
称 (4. DEFEK, YP 

MME EY o220, 60.3 800,00 70 MEE REA to, dz, lx 
«Go OBI. lr] rce AE r EA. DELE te b. 

GD 一 致 稳定 ,者 (i) 中 5 与 o 无 关 . 
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DARE AG 1 的 零 解 稳定 , 且 对 Y 020,3 ô l> 
0, 使 当 |x« Lc s GO RT Tim | x, 了 一 口 , 
Mivy 等 度 痢 近 稳定 ,者 (4.1) 的 零 解 渐 近 稳定 , 旦 (iii) 中 极限 


对 | 到达 (0 一致 成 立 , (了 TG.) 0ffih ro T GIO X |mudx - 


«s Co) BT only e. 

《Y) 一 致 渐 近 稳定 , 若 零 解 一 致 稳定 , 且 3 名 >>0, 使 得 对 任意 
的 620,2 T G2220, 34 a220, 22-0 - T GO , |n [x9 BE A Em dy 
£. 

由 定义 看 到 ,和 容许 空间 对 ( 呈 , 了 ) 这 一 提 法 , 即 第 七 章 中 指出 的 

始 数 据 空间 取 一 种 范 数 ,状态 空间 取 另 一 种 范 数 ,这 种 做 法 对 

FDE 是 方便 的 ,可 行 的 . 但 现在 要 考虑 诸 空间 及 其 范 数 的 不 同 选 
择 与 稳定 性 之 间 的 关系 ,我 们 给 出 定理 如 下 ， 

定理 4.1 设 关 76G=1,2)? 都 是 容许 空间 ,并 且 成 立轴 ;< 
AKSYomYo OG Y pig BOE HET AAEH OC Y 0 due 3e n 
Bj fa ETE. FFAA, (X YO PI GE JE (OX LR" vr RR E o X 
RAER. IO Reg (OC OPARE, 

证 .以 渐 近 稳定 为 例证 定理 的 后 半 部 分 . 

HX RARR] M >o, fE 

M (s) M, ,sO 

由 (4. DBISEREXECX RO HEEE 60,020,3 8€ (0, 


TREE xalx <8 IA 
| 人 < 十 Me 

从 而 
ERES Kot jx Cs) | +M, |z, SaR + Me 


üt r-— EX ‘ORRE, 
到 ó3 (0) — 868,1) , 则 2 EXPL TMICH: BEP E £1). H 
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对 任意 的 e>0, 由 工 一 和 在 (天 ,下 中 是 断 过 稳定 的 之 了 0, 估 
得 当 cmo T OE. |rt) |y T0, l5 ET, MOL 


ZR tza +T+T, 时 有 


lx EK , ope eu dr) MO [Ti |x 
Ẹ E 
{K KTS = [=E 
W cr—0XDEPOCOO4BVIBGEBL LIBE. 
由 这 个 定理 看 到 ,在 有 界 滞 量 的 情形 , (和 X ,Re 中 稳定 性 与 
CX , XOrp f$ sg VE3E2C ICE ,而 在 无 穷 对 滞 系 统 中 这 两 种 稳定 性 的 
概念 并 非 等 价 ， 要 等 价 便 需 复 增 加 杀 件 限制 ,* 训 退 记 忆 ” 是 限制 
条 件 的 一 种 . 
最 后 ,我们 给 出 窜 许 空间 对 y 的 稳定 性 定理 . 首先 有 
定义 4.3 ERLEA: PEX- oto) EE XL ES 3c OE GE HR 
i VP) a20 univ i£ ;车 满足 
Dt | 了 JSTCGp,aya Jd ig S. 
GDV G,g.ooXvo(t.lelx, ooo vt oR XR XR. 
R iE CRT r JEA, H vCy, 0,0) —0. 
Vpo) 沿 (4.1) 的 导数 定义 为 
m 1 


epog LV Gom) - V G.guo)] 


Vp) sup 


(4. 2) 

其 中 zx(s) 是 (4. DRE z 一 ?的 解 , 上 式 中 sup 是 对 一 切 这 样 的 解 
HAERA. 

WHERE AEE (E. 

(L)J R, XR, XR. 上 的 连续 函数 L(G,s,r) ,关于 +r 韭 减 . 
LG,s,0)20 及 RXR BEZAN 0,0 02 0, fb Bo L9 
(4. 1) 的 任何 解 c GO UE. 
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EIE AUFMEAPSPE -SEMPRSCMCP ISO: a) 
由 第 六 章 NFDECD, f) dE 2E 38 ie TERI E (4. Dido o9 BRE 
是 唯一 的 , 则 条 件 忆 ?成 立 . 
WDE m. LG.s,rXB WE 
Lits = LGü—3,0,7) ,0, (0,52 —0,€01, —5,0) 
(POPE, OTE RX(O,o0) EXE 4E r 非 减 , 且 满 足 
P Gr) rimP r= 
(OFORE R, KESIRA, H Fooro r> 
D 
(UPMEC(GO?) cit qG0—t— PG r)J&EB B4 : 无关. 
PJ LER TER HE (CPO FAtr —supísiPG, r2 xmt)XCE n 
JEML AG, oS, H 
Pitra, 5 LAC.) 
定理 4.2 对 (4. HEE 
DROL. 
(103 V A: V Gepa) e20 它 满足 
M VG p00 PG VG panD e E 
Vs o0) VG qae .sciPG.V(G.,0).t] 
时 ,成立 
多 oO 人 Cssa)) (4.3) 
AUBwGORROXR,E3E ESPERE wG,0)250, m Pitr) 满 
ERIP). 
(iii si d 7r RE 
y(t —wG.vyG)) (4. 4) 
的 零 解 是 稳定 的 . 
MERR NFDECGD, £F. Qo (4. DIEPE REIR CX Romas 
的 . 
证 rO. DB to GIOIBEIMEoS Su) VO VC, 
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za DIIN 920,4 e2a GOD. BARI GID3 8,0 (0, ,0 0x 
eH py 一 人 时 有 
Ü ER yt 0. yo) ELE EZEG (4. 5) 
其 中 y(0) =y o EU DA y ATAKAR. 
对 上 述 8,70,3 80 使 得 


sup sup 
A 


bOt o. L(s.o,0)) «0, 
inf 
H sS aata, 0? 
X B3 CUORE) lre eit ECRAN 则 
Vt) A, | X, Ix 
sup 


seo | 


sup sup 
CLIPS T MC EJ PE 


zsupéG o. Lissa, Jr ixe, 
—— 


H C. DRITE 
V Gov) IC [r Alag) 1 


b(t, 0, ERNES, 


要 证 | 
Vix yi») juo (4. 6) 
4 y. on-101,2,-- der 
P-eG i yl) =y 
的 任何 解 , 则 limy,G) — yG) 22e. 
HEER BU OPRY. WI 62 ACo 8) EV C0 
yGO. AWA ”充分 大 时 有 VGODM GO. BUT yO JERR ET 


以 找到 t€ [ ACu, 8, ) TP 使 得 
VG) y. GOV GOZVO 4 1€ lrt] B. 
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PDS Sayn DD HE Ve) 


(4. 7) 
另 一 方面 ,因为 V GYDAS), P G4 V (022 P 
å Sr, HEEL V GO SEV (234 e€ [P GV Gu F, ga E GO 
» 
V Ct) u(t V (6,2) 
dd LICHEN BM ANGE 
uC lr DEV (emuy) m» 
= |r beams. 证 毕 . 
定理 4.3 在 定理 4.2 中 再 假定 (UL)CUB) QUPO REGE B 
(4. 4) 的 零 解 一 致 稳定 , 则 方程 (4.1) 的 零 解 对 (XX,R") 中 一 玛 稳 
p ` 
证 EHER AGr) = 二 1 十 g(r) ,上 且 8, HER S o 无关 ， 


使 
sup sup 
otaga osea coo E LO),0,8)) 90, H 
inf 
BE es ,60(€,0) 


ou Cg (24) 


与 定理 4.1 类 似 证 明 , 可 得 本 定理 结论 . 

定理 4.4 对 (4.1) 我 们 设 

GO PF QU Lo m or. 

GDI V RV Gg, oozz0 满足 茶 件 CU0B) 以 及 

Vant qo) —et,VG.qo o) (4. 8) 
3 VG 00770,PG.VG, 9,000220, B 

| Vp om «FO GgmDs€lpip, Vg) a] 
Potr E R XR EBEBRXESE , oG, 00. li PG. 
Fion IR EUP), E). 

(iii) 纯 量 方程 
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ZG) ——wG.Z) (4. 9) 
Mic. DER RECX RO rP—SCROE. 
证 hunsa 39,»0,n 020, f 3 02:0,0«Z, 0, 时 有 
AC Z) «9 tzo-r GOD (4. 10) 
3X] EH 5.0.3 3,20,8818 
sup sup P5(£.0,L(7,0,0,0)  X.0,. E 


Dt np) 


8, inf Blé,0) 
ox FE CAL) 


M24 |n, M0, 时 有 
Ve rd) dt EE [0 090,2] 
由 此 可 以 证 明 
O VÆV Gri to 
WEEE atgis), EV Od, MAER E letai, 
h bE VGD Ee V aD E V OSV e) E [oyty] 时 成 立 . 
E AAP, plr d) a RAVOUS 
FV GD 4 ELP VD ot] 8 V G0 x 0—fF JB. 
FERNY yoye] rp 0, tE H lr i 时 有 
Vor ot TO (4. 11) 
* a Ln (FOs) >o ER m X EG 2-7 maz29. 的 第 
-AER H, i C, 94 56(n—0.1.2« mA — AC Cu 
=p, 4d-qícu i0, 0.0; A; dT m (QD. 


首先 证 存在 EL A Rr OD TE 
VGOs C... (4.12) 
若 不 然 , 则 成 立 
V GXZC, XIV t€ [A Act vs] (4.13) 
由 此 当 sE [ez 时 有 


FV (D V GO) -az2C,, i d-azEO.22V G3) 
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EX A SA, Cn OH PG.VODZPG.C, zo 
FO GO ZVGLt€ LA Ad mn GOD T. 
HAGA 
VDSS AVO ELA A m0] 
AI VGOSZG A ZD E [Ao A d S CODO XB ZEV A na 
e)«6,. H ZG A. ZDE DWE ZCAO —Z, 的 右 行 最 大 解 , 因 
为 0<Z< 6 有 
(ZT 
WEI V CA, 4-7 020 < 过 7, 另 一 方面 由 (4.13) 有 
Vm) ECan 
之 牙 盾 入 (4.12} 成 立 . 
其 次 证 
V GC, XIV n RA (4. 14) 
EDA. a 796 E VGCO DC, HA VGprODOSBER eA, 
Ca- DOPE V AEDEP C, 02e B3 s€ [ot | 时 有 
FG Gr 20 ZEV GY -Faze6,2V G) | 
c GOV Grosso B atc GO. 14) 得 证 . 
EH ZGA ZORZA ZGIAGZO 类似 地 有 


VOX C, 48 2A 4S OD IRR 2, m 
其 中 Zi =V (A Xa 020, Efm EBV GO quimod- 
70D RBot rOD S AL tn o HTO SG, DH rmm 十 


qCC4) T-mm, Cp). 证 上 毕 ， 
do cC EHAS E 
zU)= —ax() +a —h)+ | Elfrs rits Ods 
(4-15) 
RP a.b. h EEB, a0. jbl ah 0l E gus XEREB NE 


lgG.s. c) | m Cs) Ixz|. 其 中 
423 


f müsds«a— || | ms) "ds«;oo,rz-0 (4.16) 


则 方程 (4. 15) 的 零 解 对 (C5 RO dE — SET ER. 

不 难 逐 一 验证 它 满足 定理 4. 4 B) fF. 

在 各 种 相 空 间 的 选择 之 下 都 有 REFDE(F, 局) 稳定 性 定理 的 很 
多 推广 ,例如 Lal] 中 所 列举 者 . 


$5 X9 B3 NFDE(D,P,O 〇 7 的 稳定 性 


与 RFDE(f ,人 2) 一 样 , 相 空间 有 各 种 不 同 的 选择 ,因而 得 出 各 
种 不同 的 稳定 性 准则 ,现在 我 们 重新 给 出 解 的 整体 存在 唯一 性 定 
理 , 在 这 个 前 提 下 沿用 8$4 的 稳定 性 定义 ,给 出 了 诸 稳 定性 定理 . 
对 NFDECGD, FQ) 


DG) FG) (5, I», 


ii ZR —R'JÉESLHSEC DER) BS KESIB E EL ARE. |z， 
ZÆ. |. 导出 的 Banach 空间 ,其 范 数 简 记 为 | 1. Z 也 略为 
Z 而 不 致 混淆 ,对 Y eC Z. CR. dus d&edE[—8.0] Ems d, 
Z 是 这 种 函数 全 体 构 成 的 空间 , 它 的 拟 范 数 | 。 | RR iz 
Z? 定义 为 
Ig inf t 11 92€ ZH — 9) 9€ Z? 
ED — X 82-0? 0s — B 
再 记 
LLENO 
H e€Z.$1gls— 1e ls Wi los T Z PA THUS. 
对 空间 Z 的 基本 公理 
(HOY o€ R,AZO0,a1€—09,0-- AJR", r, € ZirGDOTE 
[cc 十 4 上 连续 , 则 对 YE [0.0 A]. n €Z. Hon XT: 
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lesne tA] EXE. 
(H1: 4 XX >o EG 
ielscklelt-so-t- Ilo ec Z, A20 
(五 ): 局 部 有 界 函 数 M CD ,使 得 
I pl aM |gl ,PE Z. 8220 
G10:3 常数 0.818 
IKO |, [el ,PE Z 
TTE T HOZ FAGOR RAR r ARER, 


nI SP e HMG) lret] 6-2) 

记 C, Æ R-— R" 的 有 界 连 续 函 数 全 体 构 成 的 空间 ,其 范 数 定 
XN 

] |,— sup | 直人) | ,u€ C, (5. 3) 
1ER 

对 a€ RJE Li E RER 的 Lebesque 局 部 可 积 函 数 全 体 构 
成 的 集合 ,RR 一 [La 十 ce). | 

48 DG.)—9(00 gO Dk FG) — f.q AG, 
9T QG WG. 1» 


EIS —g(ü.cr)—kG un) j-fü,x-hG x24 Q 


(5. 4) 
其 中 (EL fg.b h JÉO-— RI XZ-—R' HERAN AAR 
z: RAR" ,x EZ,x(t) 在 [e.g 十 4] 上 连续 ,是 (5. BER ENT 
Yr Eles tA]L DERT: 可 微 ,; 且 xz(2) 在 Le,o 十 4] 土 满足 
《5.4) ,车 x(a; 办 是 (5,4) 的 解 , 且 满 足 初始 条 件 a (0 9 =g R 
称 Go HEC. Dt Co o BTE EEUCTETE EBEN 
定理 5. 1 车 (5.4)? 中 的 函数 S gkh 满足 条 什 


ü 
(ac [' [d,20,9) iD , FEZ (5. 5) 
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AR ge DE R Em e Spa JS IS EE BIETEIETE ER s RO. 
s] EEEH ARRAS 820,600) —0 使 得 


ll [ doyG ,8) ]gx 0) 6s) lel sp Geo. se [0.5] 


又 设 有 非 贡 连续 函数 GG() ,使 得 
lgG,o GG lp ,PE RN (5. 6) 


(i XIV r€ R5 .&CG,0 0, ELE € [0,45 f 
Aip — ktg) Sela p | MEQ, 


GD FG XT e ERE A FAE A i F og 
[fp SAF) gl ,EN 
va HOEL fff& AG. Ix HG gl.Copeo 
则 对 Y AEQ, FRG 4) 过 (0 ,DD 的 解 必 在 R LETE. 
《证 明 参 看 [11]》 
现在 我 们 设 避 一 民 XZ ,系统 的 解 在 六 上 存在 ,上 且 之 满足 条 件 
GT). 
GHI! HO PHREN MC FEL M (DM. | 
ATREA RE Am0.Q-—0 上 且 对 方程 
f UrG)— GO GO] f a) (5. 7) 
H, gk Z—R 满足 定理 5.1 的 条 件 (0 GO. ELS AG XT. pE 
TEBS FR X ZR" 连 悉 ,把 RRXx 镀 映 入 RE 的 有 界 集 ,三 Z 是 有 


界 闭 集 , f(z,0) 寺 0, 请 记 和 续 与 起 本 假定 为 
Za— (9€ Zip € Z 8220.9) 在 LP,0] 土 连续 } 


sup 
el i77 ee (8,9 A] 
(L):3 RXR- EB ERE EEG, (6,00 5 0, BE (B (5. TO R3 RE 
rG»^BE 
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lr EL, ra| Jta E REDEEM E 
ODEDE. LO.o, 7B dane 
LG,o,r)—LG-—20,0, 7), 80, (2,0) — 0070,02 
FOE R- bESEJE. H4 £0 BE For. 
GDPG.rMERX(0,oo) EXES Xt r EHE. HE 
PUSE, limP Gr) —oo 
(UP), 在 (P) 中 设 。 qO =P NEER 与 Hx. 
3X 5.01 称 算 子 也 (DD) =g(0) 一 gp) 一 上 (gp) 是 稳定 的 ; 若 方 


D, =0 
, (5. 8) 
m, pE Cp C p= (9€ Z: Dp=0} 


HIERE SB XE TR E PN. 
2]8R 5.1. 阁 刀 是 稳定 的 ,出 必 存 在 常数 工 ,azz0, 全 得 (5.8) 
的 解 z(t Cg) HW IE 


lx, Ca pL ge ^97? -T (5. 9) 
R| 5.2 J Aep — qC€Z.HltiDxb—E.6—(o,.o. — 
P DE A (D Do , Doo E Tt nxn 单位 阵 . 


证 IE ERE VIR —R 
0 一 8 
ro- seno 
HHDH EF 的 每 一 列 元 素 Y. 均 属 于 2, 且 可 取 * 充分 小 ,使 得 
detDEV #0,1— pK —à()7»0 
$ P—(4,9.,7.«)—VE(GESO Wd DP=E H REZ. 
5 理 5.3 车 DD 是 稳定 的 , 则 必 3 正常 数 5,a, 使 得 方程 


Dz,—hG),A€ CQUR') (5. 10) 
BE fL AE GO ELEC S 
Iz | be 7 [n] eb LB LIA GO | (5. 1D 
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证 设 xGorph) 是 (5.10) 过 (eo, 的 解 ; 则 有 
Tro re — Bho ODD Harla Dhla), h)a) C5. 12) 
Rb o RH 5.2 中 存在 的 矩阵 , 击 引 理 5. 1ER L e0 
使 得 
lr, Ca, — Dh GO O [| S Ld) x, OA Co | e^ 7 7! 


SLEI HK geo (DA G2 Det? 


xL|z.le "+KLM AGO | 


其 中 MS Ie» «oo, X dist 
rla Philo ho) (D —g Gr (Ga DA GIO A0) 
— Kr (a Dh(Coo hI —ACO 
得 
EICE- LC) SICOE 


< f Ld 985 jx, Co DÀ Go) RYO | + e| x, CoA Co) A) | hCG) | 


sup 


-EEA Oh CO RD) — dA GOL. 


| | [Le l[x(o ,BACe) ,A) CE 0)] | 
— 了 FECICHIEICR"TICHPUSTCRAN | 


«8G) ora: PAG) ,ht | 


sup 
g— s md 


|x Ca bh Ca) ,he | 


ACIER: Ix (o, Bhlo), AIA) | 


uo 


sup , 
ass ríe phia) , A) C0) | 


Lel M Alal + os) 
LATAG => 
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| x, Co Oh (0 .À) [SK sup [ro Dh Gr) AD CD | HM | DA Ca | 
ZK sup leio DA CO) AY (O1 HME M, | h Go) | (5.13) 


RUE 

sup zo TICRO | COGO M, LIA Ca] 
+ê) sup |z, AGO ANN 十 sup ACOD] 

一 RE e p wf. wr 

CFeMK M.IhGDP|-FoK sup lr Co DA G2 3 0) | 
JR HE 

sup [eia phia), RCG) | 

r 


[BC Mt PMR M,C | sup GICH , 
全 (5. 142 


= 1—65)—poK 
i8. IDEA 5.133, 
b—max 
pe MM, OCS)MIK K | 
L,KLM,,MM,K, I-P I- oK 8G) "oR So 


由 (5. 12)=>(5.11) 成 立 ， 
应 用 不 等 式 (5. 11) 和 传统 的 证 明 方 法 ,可 得 V 旗 画 法 及 
Paayunuxnun 型 稳定 性 定理 . 
, ”定理 5.2 设 D 是 稳定 算 子 ,车 了] RXZ R KEE KS 
VG R .Eüt3E fa ER uo GO eG u(0) (0) — 
«(0)-:0, H 6G) ,0(G2270,5220 时 满足 下 列 诸 条 件 
Del Dp EV ,Ev [ol - 
GDF 5,5 Gg x —e1Dpl|) 
则 (5.7) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 ;车 除 (i) (ii) 外 还 成 立 limus) oo, 
Wi €5. DARE- RER. E G0 290.5250 B]. C5. DARRE 
一 致 新 近 稳 定 的 . 
定理 5.3 车 人) 满足 , 且 存 在 定义 在 1G 陪 :PEZ to 
上 的 实 值 连续 函数 VC,o,g) ,soER, 它 满足 
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(DaCLDeD sx V G,a.goscv(.o.Cl 其 中 由 5) 连续 非 
Wo ut0)—0.n(020,520 Bf. vo, rTE Ri:xR_ 上 连续 非 负 ,对 
r JEW El bita 02220. 

GOV nian Pp wV aap) H. 

V (s.a q EV a’ ,seE LPO Ya 时 
EP oÆ RXR Ed3EBLESERUE ou, D=0, PE NOMEAR 
ECP). 

GiD 是 稳定 算 子 . 

(iv) 方 程 xy 二 w(t,y) 的 零 解 是 稳定 的 . 
由 (5. 7) 的 零 解 是 稳定 的 ,此 外 着 还 满足 CUL) CUP) 有 日 (i) 中 的 
tasr) 仅 与 有关, 则 由 3 一 at 的 零 解 一 致 稳定 性 本 推出 
(5. OBI 2E ftd — CER SE IJ. 

定理 5.4 i Dd EGuEHT.QULHGIL.JETVGo.Dg 
ROBA, 

Gul (Dp x; V Gag) sw ipl) AE uv 满足 定理 5.2 
893 fF CD. 

GOV wt a gx —wGSVGiog)) 

33 VGO0,90) 70, PG,VG.o.g) Zo H 

VG.o,gj OscFO Go gps ECP, V Gao) t 成立 ,其 
中 eGo RXR- EBI3ESUESER oG, D=, P Gr FG) 
分 别 满足 (UP) 和 (F}. 

(iii) 方 程 y 二 一 w(t,y) 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 
则 (5.7)? 的 零 解 是 一 臻 稳定 的 ， 

WE BREST GE A PE 5527 d 8] S8 11] NEDE CD, f. OR 
稳定 性 有 许多 推广 工作 . 
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$6 无 穷 时 洪 FDE 周期 解 的 存在 性 


这 里 以 [177] 中 的 结果 为 例 , 介 绍 无 穷 时 滞 泛 函 微 分 方程 周期 
解 的 存在 性 准则 . 


ERLARI Volterra 积分 微分 方程 以 及 一 般 形式 下 
的 RFDE 


Oosawa DG.szGMdste(O,r€R (6-1) 


rD =f arl) oL R (6. 2) 


I =fr ER (6. 3) 
I rER, |x| = mex |a; | +z; 为 工 的 分 量 CE lab] R" E 
X [y |^! = sup { |2) | is€ [a.b]). e R- — R" 全 体 记 为 C_.， 
BC.. RC... PE TEA e, EBCo PEA ipl 
sup { |DER}. XB CL, CD; C. IS FE Ca (PP) 中 
" BRE EC ERET DOR. 
E r:( 一 co,4] -及 连续 , 当 tE R^BEE X REC o 
a, (0) 一 工人 十 人 GER. 
*]eQ€c. gx dx 


fa 


en zi E ELT (6. 4) 
则 5 符合 距离 三 公理 二 (C.,.p) 与 (BC_.,p) 是 度量 空间 ,显然 有 
引 理 6.1 (BC_。.p) 是 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 . 
引 理 6.2 (JE C. 中 的 序列 , 则 limp(g 1,9) 二 0 的 充 要 
条 件 是 :对 任意 的 整数 K lim |p ,只 一 一 0 
VOEH.VGHOIRXC.O.J—R.W 
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(e) V e CL, VaR E la p EE. 
(az)7 内 关于 9 是 局 部 Lipschitz 型 的 . 
V RYE VGIOILRX R"9R, UL E Ca Gu O7 G0 4€ 0 EÀ 
VG,r)). 
定义 6.1 $E VG. GE VG, DIRADO, AY B0 
RV Ele 85, 88 (pe C LIVG DB) (或 者 集 {TE RV Guo 
«Bj. 
定理 6.1 若 满 足 条 件 
(03 t>o EEY :c[a,8]X pE BC_,, 有 
Fuatr = f(D (6.5) 
GD3 dh£BR V [e 81x BC ..— R, RAWO), Eg 
W Ceo DV U p) 
且 对 Y H>0,V TWE SH 的 gq 关于 6 连续 . 
Gi TEE GEAR ER u: [e,8]--R, HRA gie BIXR,--R, 
gt 关于 六 是 局 部 Lipschitz 型 的 , 当 «€ [a,8] 时 ,有 
u(ad-r)su(a),V(Ca,0) Sula) 
3: [s.od- T]HE A uGOZXgGuQO) 
Cv) 沿 方程 (6.2) 的 任何 解 a V (Gun XC t XE V Gun) 
At 时 有 
Vi nG n sgG.V xr) 


COPPA WAP KeS s. t (DRY ECH 
V(a,q)z.VCodr Tg) 
(vi 对 Y H7-0, PRG. DEIRI o 连续 依赖 于 满足 |g| 所 五 
的 初始 函数 9 
则 方程 (6. 2) 存 在 了 一 周期 解 ， 
证 考虑 集合 
S2 (g€ C. VtoPEnto), lels d 9€) | 
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AM ssi 5s; € RW el su) 

这 里 M—supl|£G. Q|: ett ob r.WC| o xu). 由 于 W COD 
sVG.0 «u(a),ges0C€ SS dE. 

d V dua. wood gx. uES 是 C-- 中 的 凸 集 , 不 仅 
如 些 ,S EC Lu PES EG S 中 的 叙 刚 ,要 证 它 存在 子 
序列 {8 38 meot e, IK o STR a € Sd hS]: 
=], 2, ne ELEH s$BymESX-—i(n)—53U& 5 H EEE. 由 
Ascoli-Arzela $E EB (9,)3 于 序列 {KK 在 上 一 致 收 敦 于 某 一 
ERKA qi dE I, Pr BEA (ei ERETTE (02? } — cdi 9x 
T 给 ', 且 当 sE 时 有 82 6) 一 名 0)， 晤 复 这 种 做 法 ,并 取 
("SET LG-—i,2,--)0Ebk-GESCEIXESESÉE 入 ,mm 满足 

$3 G) = EE Tl 
由 引 理 6.2 可 知 limp(gi" ($3) — 0. 
现在 验证 &€ 5S, 首 先 , 由 于 V XI dk o YESE BH Vg) 
Sula) T] f V Coq E u(oD ,对 任意 的 正 整 数 点 以 及 YesE 有 
Hf! G5, — gf Go ESZM sis] 
由 引 理 6. 22 |a Gi) — 9 GO| s; MIs —sl XXIV bo 
Wai" |^ D Wtgf? Dus 
H F 6.22 W lal Du, EE Wu Duce SS 为 
(C...) HR. 

Æ S dug XBRSE PG) — rala pE S. m fts PI) 
XE &.TUEPIGY€S,jip VQ) —VG.nG.gD.tzo.HlGO-VG) 
连续 ,由 条 件 (iii)fir) 及 微分 不 等 式 的 比较 定理 有 V GO GO ,2E 
La 十 中 ,再 由 和 条件) 全 在 [ca 十 r] 上 rte ,由 存在 ,由 于 当 :#E 
Le,a 十 中 时 有 

Wr, op DV, ro Pp Eu Eu 
EL Webs WC tar D Eu, B GO GRÉ 
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V Ge, zo QV G- Tor (9) 
=V (a-d- T) ua T)Eu Ca us 
HAE Ex. r GI Mis 5s s€ R PO cS 
已 是 5 一 3 的 映射 ,由 Schauder— Tuxonos EM P TE S 内 有 不 动 
HB owg.HE Poe REB x49 )—x Ge 2. BGo-mxGT 
To p 2), 1E C6. 22 B — T ES h RE T TE n G0 = 
x0 rau GQ,9! )) — rm )uzmor(.0.g MEG. 2) 的 人 一 
周期 解 . 证 毕 . 
对 方程 6. 1) ,我们 记 
MG.R) — AQ) HM OD) asta| DG D [du 


其 中 大 中 待定 正 数 ,> 一 ce, 旦 上 式 积分 存在 , 则 有 

定理 6.2 EAG), e TAMH. DE — DG rs 
D |AG <M 日 满足 

OG DRA WRI”, BRY 620,3 上 >0, 使 对 Y¥ 67 


-oon SLE |" Des ids. 
GD 对 VY e0,3 N>0, 使 对 yt> 一 有 | | IDs duds 
«E. 


(iii)3 0,818 BP DeD idus DG |. 


(iv)3 bl ds p» —ooB] 2m G UD — A LE eco. 


2k 
则 方程 66.1) 存 在 了 一 周期 解 ， 
证 在 本 定理 的 条 件 下 ,可 以 逐一 验证 定理 4.1 的 所 有 条 件 
成 立 , 而 (6. 1) X & TG. 2) 之 中 , 故 得 证 . 
事实 上 ,定理 6. 1 的 条 件 (iD 是 显然 的 ,下 证 (vi), 由 《6.27?( 自 
然 也 包括 (6. DET FX o 连续 依赖 于 p 只 要 证 对 Y e>0 及 J>, 
3 670,m0(difxtv H>, labiel SH la g mmni 
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时 有 
TO Bx 0p et 
4 zw 二 0 二 1,2, OsxctszJ. p A (p GO «XE DX (8] 0 所 
ts 上 有 


[x, (2 — x4 OG) 


& [qi C0) —&0)| «ur Ix 6 — a, G2 [ds 
+ 2HJE, 4 IDQus) | Ez G) 2G) [duds 


+f fine s)| Gs G) 2G) duds 


当 eG e 8 tg a0 ff [a — e I7 o0, X PB A FECI, 
Kiv)=> 了 PI-0,Q20,4l 14 — oo sr 时 有 


o«[ F iDa,» IdudsscP 


< 1DGis s) (du <Q 


故 有 
lay 42 — a4 G) iS (a8 -- 2H Je, o po) 


trc Q[ imi) n G lds, 3% ot 
之 定理 6. 1(vO INO AREER 6. 1 HAG, A 
ve) 0-4 [nose P Odudð 
则 有 
VG.) 2-4 0) AW CgX) D 


至 于 YQ, 入 的 同性 ,可 由 
[Q —4)g4- Ap l'z CL — gf J-AP 0s A1 
直接 推 得 , 尚 须 证 V XE p AK o XESE gn ACIE GO ,对 Y sa>>0, 存 在 正 
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[DRE 
一 向 Pog —M fon " 
| | DG ss) duds | | [Dust t0) dude 
 MFe€c..laisH,G-1.2)8DubG 
|V Ct) —V Qr $82 | 24eH |p — p | (79.-N] 
n [nena T (Deet 40) |dudð} a — g | 
35 000 02 RAMET, Ip 7 e CIE EA UN EE Vao} 
WEP XH Mot o NEN 6. 1GD SRL. 再 验证 定理 6.1 
B3 Gi o (0. 为 方便 计 CE V Gu 
VG) Lao P Ipae {zs) duds 
V co tT) Em kx) 
二 (二 一 六 | 10012 xc eco | 
4 uG) SM, Vr uN =M HE 
zOIIM-2I | [D(a,s) | |z? i) | duds 
由 于 mG.E x0 
Vo on Smi, &AYM-L— 2mG.4) - 128 EL 
+VZLV Ag V) 
当 M 充分 大 时 有 
| gu» = glm) - Dat + VELIMi<0 


故 u (0) —02-g Gm) -- SEXE 6.1(iv) 及 (iiiy 成 立 , 容易 推出 (rgo 
=V a+r AN C) Lar BE EAE E 6. 1 之 本 定理 上 成立 ， 
[8] 中 引进 了 空间 C, 3E IB T. 天 一致 有 界 及 六 一 臻 最终 有 
界 的 概念 ,然后 把 周期 解 的 存在 性 联系 起 来 ,对 (6.2) 有 如 下 结果 . 
定理 6.3 设 
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(f(D 关于 1 是 个 一 周期 酒 数 、 
GO XIV az>0, 3 了 Gray0, 使 得 雪上 sa RA 
JEO x LOG, 
其 中 工人 ts 是 上 的 连续 函数 . 
(i06. 2) 中 解 是 太一 臻 有 界 及 上 一 致 最终 有 界 的 , 界 为 5, 则 
(6. 2) 存 在 了 一 周期 解 . 


$7 ETE 


l. KF ERLE ARE HEE 


$1 中 我 们 已 指出 ,在 空间 B==CCR_,R") 中 若 简 单 地 取 上 确 

界 模 , 便 无 法 建立 空间 B 中 的 拓扑 性 质 ,根本 不 可 能 谈论 解 的 淅 
近 稳 定性 问题 , 若 £0, gE B. Wit gi sr. 

lpi — sup P+) | x0 (7.1) 


例如 r Coo AIR AER 或 为 十 co, 不 妨 设 A0 
TT 0C R...e220 
总 合 有 Pp 换言之 ,z(t) 定 义 为 
l Kt), ER 
ro reto ALERE [0,4] WD 
对 Y 1220 成立, C7. 2) 表 明 , 无 穷 时 滞 FDE DIL BUE EU FEE BTE: 
根本 区 别 之 处 在 于 :不 能 在 有 限时 间 以 后 摆 赔 滞 量 的 直接 影响 , 通 
俗 了 地 说 , 它 老 是 记 住 过 去 的 历史 ,对 Y £20, BEAD ES. 
EWA AA HN FDE 解 的 性 态 ,就 必须 指定 某 种 消除 * 记 所 ?” 
的 条 件 ,目前 有 两 种 有 效 的 附加 条 件 ; 
第 一 “衰退 记忆 ” 
在 34 中 己 定 义 了 空间 B 是 容许 空间 的 条 件 ( 其 中 B 记 为 
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XX) ,并且 指出 : “容许 空间 (B,|， 1a) 称 为 具有 衰退 记忆 ,者 (5) 一 
const. ,县 limM(s) 二 0”, 这 意味 我 们 把 消 除 记忆 的 条 御 加 在 空间 
B J. 

5B — fies ER CP. 

这 是 指 我 们 用 Janya 函数 法 ,或 者 Jlanyuon 泛 函 法 来 研究 
AAN i FDE 解 的 稳定 性 ,有 界 性 等 性 态 时 . 把 消除 记忆 的 限制 
加 在 VY 通 数 上 , 诸 定义 表述 如 下 : | 

定义 7.1 称 泛 函 V(z,z(，)) 是 健忘 的 ,车 存在 槐 函数 W 
(r2. XE £0, dE 

GOV G € * D WA C]ae [UD 22a € CQe 4] RO. - 

GD ST £X D2-0,02 0,0270, 52-0, WE | c | ID, 
| x | Unna d-s 时 有 

OSV (tz D xmax {W (8), W Cx [755951 

若 : 与 o 无关, 则 称 VC,zC，)) 是 一 致 健忘 的 . 

定义 7.2 ERV EB V (t,x(，。)) 是 1 EBERT EL GR 
Xx W,GO.W,GD,AGO BUE :XIV D220,070 EE s—sC(D,8) 0, 
WE oze, |r| ISD, trs 时 有 

SW Gar DAWWAR 
E+ l- 1123 ess. sup 范 数 . 

ZET E I NE, E AEA VELL]. 

HRA T 35 SHERTS BC OE E T8 s a ARRA 
加 入 条 忻 限 市 ,肯定 不 是 唯一 的 敌 法 ,可 以 得 出 相应 的 各 种 稳定 
性 ,有 界 性 定理 ， 


2. 关于 B 空间 的 公理 系统 


从 整体 上 看 ,对 无 窃 时 灌 FDE 的 处 理 过 程 大 致 可 归纳 为 
(1) 建 立 合 适 的 相 空 间 ,确定 相应 的 范 数 , 使 之 构成 Banach 空 
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间 , 以 保证 必需 的 代数 和 拓扑 结构 ,给 定 所 需 的 关 干 基本 公理 ， 

2) 根据 研究 问题 的 需要 ,再 给 出 一 些 公理 ,以 确保 有 界 带 莉 
相应 结果 的 顺利 推广 . 

基于 我 们 的 目的 ,必然 会 有 各 种 各 样 的 公理 系统 . 于 是 存在 如 
下 的 几 个 重要 课题 : 

《IJ) 如 何 划 完 研究 对 象 . 如 基本 理论 ,稳定 性 理论 , 解 的 有 界 
性 ,最 终 有 界 性 ,周期 解 和 概 周 期 解 的 存在 性 ,新 近 性 ,振动 性 等 等 
都 是 FDE 囊 论 证 的 课题 ,倘若 对 普遍 的 公理 体系 中 划 出 一 部 分 来 
保证 基本 理论 与 Jrnyaoa 意义 下 的 稳定 性 理论 ,那么 究竟 需要 多 
tAE? 

《I 划 证 范围 以 后 ,各 种 不 同形 式 的 公理 系统 的 等 价 性 问题 
奶 何 系统 论证 ? 

〈 互 ) 既 然 称 之 为 公理 系统 ,应 当 进 一 步 研 究 Hilbert 提出 的 ，; 
完备 性 ,独立 性 、 相 容 性 问题 . 

可 以 这 样 认为 ,无 穷 时 滞 FDE 理论 的 进一步 发 展 ,关键 在 于 
相 空 间 的 确立 和 公理 系统 的 进一步 完善 , 

本 章 的 全 部 做 法 是 基于 一 个 根本 的 考虑 :我 们 希望 类 似 于 有 
AU ig HUE dr 5 te AD. 5 osi xr 的 rt) 的 取 法 无 
关 的 相 空 间 .从 应 用 背景 的 需要 出 发 ,这 种 想法 并 非 必 要 ,因此 ,和 针 
对 各 种 具体 问题 导出 的 具 无 界 灌 量 DDE 和 具 分 布 滞 量 有 无 穷 积 
分 限 的 Volterra 方程 ,用 经 典 分 析 方法 给 出 详尽 的 研究 是 十 分 有 
意义 的 ,限于 篇 幅 从 略 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 [107j] 或 [11. 
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第 十 二 章 


3E R. N. A. 型 FDE 


81 WDR 


本 章 的 主要 部 分 是 作者 于 1990 年 在 第 五 次 全 国 FDE 会 议 上 
的 综合 报告 内 容 . 如 局 我 们 在 前 言 和 第 一 章 指出 的 那样 ,FDE 远 
不 止 滞后 型 (R) ,中立 型 (IN) .超前 型 (A) 三 种 型 式 .这 一 章 的 主要 
目的 是 对 非 R 型 ,N 型 ,A 型 的 各 种 FDE 作 系 统 的 介绍 ,基本 上 
概 插 了 这 个 问题 近 十 年 的 进展 状况 ,最 后 一 节 对 偏 FDE 问题 , 特 
别 是 振动 与 稳定 性 , 作 举 例 性 的 介绍 , 供 有 兴趣 的 读者 参考 [341]. 
首先 ,我们 再 强调 一 下 基本 观点 ,证 函 微 分 方程 是 含有 未 肴 六 
数 导 数 的 证 通 方 程 . dE R. N. A. 方程 是 广泛 的 方程 类 ,例如 
rG)-—axG)-bxrG—0-cxGd r) 《1. 1) 
r(D-rarG—r)-—az()dTb5r(üt—o0O-ceoxGlto (1. 2? 
RE rH ab,c.a€ R.r—const. 79. 
r)-—f(,rGG-sin)) C1. 3) 


=f TEHDA, Dd, r>0 (1. 4) 

. | 
iG oaa ), £20 a. 5) 
rQ)-—f(ü.rO)),0«2a« 1,220 ` (1. 6) 
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rü)—füiGü)) (1. 7) 


T= fr up. GOD) (1.8). 
TO f it TE TT Gr). r), nm x0)» 

(1. 9) 
osf A Dr Oa (1. 10) 


等 等 ,它们 的 应 用 背景 在 于 一 节 中 给 出 . 对 独立 变量 不 止 一 个 的 具 
有 候 差 变 元 的 偏 微分 方程 ,以 下 略称 储 FETDE ,如 [222][310]. 


TD DG) Mur ua) Au 


TBuG,t—-D).G,,DcQOXR, 
uCr,t) grt G,0cOx[-—c.0] (1. 11) 
PED) ELCG us 0, G0 € 8Q X[—r. — eo) 
RB AO, BOE R 上 连续 的 xz E. 
D(t) —diag(d,Q) ,*-- d, 0) 
Cir —diag(ec Grat), cr t2) 
而 diCr;z2070,.c Cr £220,7—1,2, nO X[—7,0] E 3 24 6 


滑 的 已 知 维 函数 .4 是 上 的 Laplace SEA 22 M Z ME 
R" 中 的 有 界 开 子 集 . 

Q= IF LIC Ure TOEA ETS 
其 边界 5G2 光 汕 , 为 SG2 上 的 单位 外 法 向 量 ,rz>0 


Xm g 


IN (a, 
SY On AOAN EDEN La (BON (r,t) 


—C(G)N Grt—mr) —e(OuCGr 0] 
(1. 12) 


lri) 


E" — (Dui DM gG)N GOD Gu) € Q4 XR, 
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都 认为 是 非 R. N. A. M FDE. 
由 于 对 这 些 广 斌 类 型 的 FDE 的 研究 还 很 不 充分 ,没有 人 澡 理 的 


” 分 类 法 . 为 了 讨论 方便 ,我 们 大 臻 地 把 它们 归 为 若干 类 ,这 绝 不 能 


代 攻 未 来 的 ,科学 的 分 类 法 . 

fef ig ExSRgdE R. N. A. FDE 分 为 三 大 类 . 

C —) 48 35 FEOER T SEA PR BURCRE SEI FDE. 

(一 ) 含 多 个 独立 变量 的 偏 FDE. 

COR & € FDE—CFDE. 

RRRS AE GILL RER ,把 CEDE 暂 划 分 为 4 类 . 

1 型 . 设 方程 中 最 高 阶 导数 无 偏差 变 元 ,偏差 自身 不 变 号 ,但 
HRR IE fh y EH E. 如 

rG)-—arGM-oxG—rG)-erGd iG), 
r(t)2z0 | (1.13) 


ze -[ Au, Drato BG 0x G--8)40 
ù *- a2 


(1.14) 
I 型 .方程 最 高 阶 导 数 无 偏差 变 元 ,但 偏差 是 变 生 的 连续 函 
数 , 如 (1. 3) (C1. 5) (1.6), 
E 型 . 设 方 姓 中 最 高 阶 导数 出 现 储 差 变 元 ,方程 的 偏差 不 齐 
号 ,但 至 少 有 一 个 低 价 导数 的 变 元 大 于 所 有 高 阶 导数 的 变 元 ,如 方 
£O.20& 
à) -Faz(-—r)- | AGO) --0)40 
(1-15) 
十 | Beza rae 


其 中 r 一 const. 0 . 
EN 设 方程 中 最 高 阶 导数 出 现 偏 差 变 元 ,方程 的 偏差 变 号 ， 
如 
rG)taxG—r)-—ar(G)dbr(G-—sinb £0 (1. 16) 
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dE R. N. A. FDE 中 的 一 些 类 型 是 FDE 中 最 早出 现 的 方程 ， 
由 于 向 题 过 于 复杂 和 应 用 萌 景 不 够 广泛 ,长 期 以 来 没有 得 到 详尽 
的 研究 ,近年 来 ,在 应 用 上 大 量 提 出 这 燃 方 程 促使 人 们 加 速 进行 这 
项 研究 工作 ,但 所 有 工作 只 刚刚 开始 ,因为 这 是 一 项 严肃 的 挑战 ， 
也 是 很 有 生 笛 的 新 机 会 . 

H 1982 年 第 二 次 全 国 FDE 会 议 以 来 ,作者 曾 才 次 提出 发 展 
这 一 领域 研究 工作 的 建议 [598J[5911. 特别 是 Cauchy 问题 的 提 
法 ,基本 理论 ,以 及 解 的 各 种 主要 性 态 的 研究 ,为 了 使 对 这 项 工作 
- 有 兴趣 的 读者 能 查 到 有 关 文 献 ,本 书 对 这 部 分 参考 文献 力求 详尽 、 
完整 ， 
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-我们 用 一 些 例子 说 明 这 类 方程 的 实际 意义 及 其 广泛 性 . 
S4 i 在 时 间 对 称 电 动力 学 中 提出 了 如 下 的 二 阶 CFDE 
[404] 
THa r= are 0-3 BrG- e) (2.1) 
RAE a8, 70,070 — 上 (2) 是 给 定 的 函数 . 这 个 方程 也 适用 
于 大 尺度 的 天 文学 问题 . BLOSS] L * S * Schulman 用 Green M 
数 给 出 了 (2. 1) 在 边 慎 条 件 { 或 者 说 初始 条 件 )， 
ra=) Eler] 2€ [T,T-7] (2.2) 
Z FRE =r REEK. 
$5z AAR HA RR ERR CAT e 
题 [505] 
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Lu(r)— 5S xa, TOL FHL UID= fi) 


d.) ue 1 


u tox 0st |a Ls nhu us (2.3) 
r» ] 


u = Dr 
其 中 zzEQ== 0,d) XG,GCR"' 是 一 个 有 界 区 域 ,车 nmn 
a0EC, 算 子 工 在 包 的 闭 包 蕊 中 是 一 数 椭 图 型 的 , 即 


xm 


Èa ,th 2 Dg (2. 4) 
(2. 4) c cQ. £€ R',r2090 不 依赖 于 x+ 和 3 if apma, ECR, 
G.j—1,2* erm (OD ECG EXE IRE G — 1,2: p.27 
m),f€ L.GDOR MIimtitood «d, ee da dpn md = 
CaTa) EER) E R, L. Los ig 8] 
的 线性 映射 构成 的 空 合 . 
在 L505j 中 ,对 


Ru(z)= 2) bulztirrr) BER (2. 5) 
的 情形 给 出 了 (2. 3) 的 适 定性 和 解析 和 解 的 物理 意义 分 析 ， 
例 3 在 第 一 章 中 引用 的 经 典 Poisson 几何 问题 导出 的 FDE 
y Cr y! GO y *G yr y GO y! C200 —1 (2. 6) 
其 中 ” ”表示 导 数 ,我 们 在 1249jJj 中 证 明了 (2.60) 不 存在 连续 解 ,对 
更 普通 的 Poisson 方程 
yr yr yr) tay (rt ayira r= (2. 7) 
其 中 a 5E 呈 ,我 们 在 [250]j 中 给 出 了 详尽 的 分 析 . 
例 4 电磁 开关 系统 ,其 方程 为 [7 
rD Hue For) FTrG—A)—0 (2. 8) 
其 中 uas T 为 常数 , 清 量 ASSAG rG) 对 ER 及 连续 ,关于 工 的 
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fk BLPEJERES RE US T5: 4 的 表达 式 ,考察 开关 和 甬 点 的 振动 
同 输 入 信号 之 间 的 关系 ,以 及 由 于 自 感 或 者 分 布 电容 的 作用 而 出 
现 的 禄 后 特性 ,如 图 12.1 Bros. Hr Rb REEL ELTE CAD PHI z 
的 零点 oia; 等 等 ,是 本 质 的 ,可 设 与 振动 的 形状 无 关 , 记 输 
入 的 变化 特征 为 f(z,z)( 如 图 12. 1(B) 所 示 ) ,而 由 于 系统 的 自 感 
或 分 布 电 容 的 作用 了 产生 滞后 变形 iz gu). 


图 12.1 
由 于 各 后 ,可 以 假定 对 Y¥ :ER ,3 sec 使 
gi mf, 
于 是 得 到 4 的 表示 式 
Alt n) —t—5 (2.9) 
OEKE OKSA E. HE Fez) 图 形 的 倾斜 部 分 的 方程 为 y 
一 一 如 ,由 (2. 9) ,在 此 区 间 上 有 


ALE z) =t = i yf ID e sepa?) D 


445 


车 >1, 即 自 感 或 分 布 电容 很 小 , 则 As 共 但 实际 上 并 不 都 可 以 
视 为 k-'gtx;t) 项 可 以 略 去 ). 
(ii) 在 区 间 kt 上 ,gt r= fit s) AE S 


b ek -Ee— e), A hts HE 
AG x)—4 € 


ü ko HESIA 
MERE Rk gar) REEN 4 EE Sa 上 连续 ,此 时 在 a 
musa. EPEN ACE 
£— 4d, a, ES Al 十 此， 


A(t, 7) = Éi a, +h +e—:) a, Hk xta, d ER, 


0 ay th T- 5 ta, 
—H 34 ER A rOdLaD—prG Q0 THES 
AG Ta; r)2 AC 1). 
其 中 心 必 是 系统 的 参数 ,例如 回路 中 的 电阻 和 当 感 等 等 . 若 再 补 
充 假定 aa ma CEU RC x (4) 的 两 个 半 周 相等 ) 以 及 EL — RB 
FARE 4 对 来 知 范 数 的 符号 型 依赖 性 . 
显然 , 震 不 略 去 上 gz) 这 一 项 ,问题 将 更 为 复杂 ,而 略 去 
此 项 后 虽 sz) 的 表达 式 中 没有 出 现 x, 但 实际 上 依 丈 于 xz 人) 的 
零点 1 ED 
例 5 生态 系统 及 其 他 许多 应 用 问题 中 给 出 了 如 下 的 FDE 
y T=—aytr— 1 (tyr)) 《2. 10) 
EEH lan 一 2 ,Zn)lnn==1 十 y(x) 可 使 (2. 10) 化 为 De Visme 的 
AX Xm 
Z' (3) — ZDZ Gt) /2n (2.1D 
(2. 11) 相 当 于 G0 —n—2* FUE , 4 n1 BE 10020, 34 nE 
(ODR r2 «0. BEER ML px — ULEOEB REO: 1D, 


Hj cGOXE RR; 中 是 变 号 的 ,事实 上 ,对 更 普遍 的 方程 
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工人 二 (2. 12) 


也 是 如 此 . 
例 6 K.L. Cooke 提出 一 个 生物 科学 中 的 极为 重要 的 方程 
[408j], 它 与 遗传 现象 密切 相关 
rG)-ar(G—h(G,xG))-—FGO) txt (2. 13) 


J. Hale 5j R. Driver 也 研究 过 这 个 方程 L409][4101. 35 
Aiie =r ukit Tt) 
ke HE r= 1,5 -—sin2zz 时 B. H. Stephan 详尽 地 研究 了 周期 解 的 
FEXETED411 ]. 
例 7 在 十 奕 论 中 研究 解 的 连续 过 程 时 ,导出 了 如 下 的 
Cauchy 问题 


minmax 


I= 0. FP Tt) (gu, 
xGG.rG raD) t0 
(2.14) 
x =P) ER 
其 中 gz;G 是 确定 的 ,但 须 注 足 某 种 弟 推 公式 [412]. 
例 8 在 生命 个 体 的 活 细 胞 里 ,控制 酶 反应 的 生物 机 制 问题 ， 
提出 了 如 下 的 数学 模型 [4131 
工 ( 的 一 fttr) rig tara), 
了 (人 人 ys (2.15) 
rt =p ri = p ER 
其 中 xER",g;G 也 是 某 种 递 推 公 式 确定 的 . 
例 9 考虑 经 上 典 的 电动 力学 中 的 二 体 间 题 , 它 用 下 述 两 个 
FDE 确定 [414]L415]] 
ym fylgt ya (2. 16) 
或 者 
y= fü, vi yr y G2 (2. 17) 
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fiio 物理 学 中 的 许多 问题 ,加 一 维 返 回 的 二 体 问题 [410] 

L417j 导 出 方程 
r= rla) (2. 18) 
例 11 Angelova 研究 了 金属 切 拓 理论 中 的 二 阶 FDE JE fn 
[402] 
TOHE ps sa), 
ay) ys TED HE piGun G salar tr OO)» i—1.2 
(2. 19) 
文 [40 纪 中 研究 了 (2.19) 的 解 的 振动 性 问题 ,是 这 类 方程 应 用 的 成 
功 和 例子 之 一 ， 

例 12 古典 的 Euler 几何 问题 ,“ 求 一 曲线 使 能 与 它 的 渐 缩 线 
能 经 过 运动 而 登 合 ,当然 ,可 以 从 不 同 的 角度 兼 考虑 这 个 问题 
[76]. XE [ 254 ] P HE Hl £t r 的 参数 向 量 方程 为 r(s), 这 里 是 r 的 强 
长 ; 取 定 rr 上 一 个 定点 4 为 原点 ;对 应 于 5s 二 90, 对 ¥ s0.r EHE 
这 点 为 BCS), 如 图 12.2 所 示 ,4, 呈 分别 为 【在 4, 召 点 的 曲率 中 
DET dp EE EE TRUE 

r(G) == GrG) y G)) 

r(s)— GG), yG)) 
则 有 

nCs)=(— 3G) xG) 
推出 点 的 向 径 为 

rts)=(r(s), yes 2) 


-rG)HRGis 5 
其 中 外海 r 在 如 点 的 相对 曲率 、 
RO= 75 是 曲率 半径 ， RẸ 


图 12. 2 
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FC(s) =x(s) — gu) 
JO =y gist) 
HEHE E ex r VE TE 
HOIES JO]F TES 
(2. 200 F & EWETTI 
oe 


Rs 


SEG 607 (2. 20) 


II TOM, | 
EB) 


lės | 
«yore [ EG) 


TORT Re 及 二 (的 方式 用 积分 形式 表示 . 
PORES, NH RGy)— ges. 20) 可 以 改写 为 Rs) 的 
方程 


ds sk dt 


——— ds, A r(s hk) b) 


REORG = Rc HRG) (2. 21) 


Hibcds EB] BHEECASA A, 是 经 运动 后 渐 缩 线 上 与 4 整合 
的 点 ,a 二 c 一 RC0),R(0) 是 r 上 A 点 的 曲率 半径 . 
[254] 中 给 出 t2. 200 (2. 217 的 一 族 解 , 邯 任 何 对 数 螺 线 都 与 
它 的 渐 缩 线 可 以 通过 运动 而 重合 .从 FDE 的 角度 解决 了 Euler 问 
题 . 
例 13 在 最 优 控制 问题 中 给 出 如 下 的 FFDE 
z)-—fG),rG—AhGG,uG)00.uG,.D (2.22 
其 中 xf 是 满足 某 些 条 件 的 控制 函数 . 
Diii 一 类 无 线 记 物理 中 的 Cauchy 何 题 . 
p= falhar Eaa) 


zar | yGdsa€ fa T (2. 23) 


DOCET COPEICOLDICAPER 
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Prahlin 在 [419] 中 给 册 了 和 癌 题 52. 237 解 的 存在 唯一 性 ,NIKEo[ova 
与 Bainov 分 析 了 解 的 性 态 及 其 物理 意义 [425]. 

此 外 还 可 以 给 出 其 他 领域 中 导出 的 非 R. N. A. 型 FDE ,如 经 
济 控制 论 ,概率 论 中 的 马尔 可 夫 过 程 等 等 ,限于 篇 幅 从 略 ， 

广泛 的 应 用 背景 必 和 将 大 大 推动 非 R. N. A. 7 FDE 的 进一步 
研究 工作 . 


$3 CFDE 的 结果 与 问题 


1. 型、I 型 方程 


在 第 一 章 、 第 二 章 中 已 经 对 方程 
TO Fartt—r) Hira) tertt—r) idr(ttir)=0 (3.1) 
作 了 许多 研究 ,其 中 a350,a,5,0,1220 VECRCBG JA G. 1) 的 特征 方程 
hA = àt aie "hice “cde*=0 (3. 2) 
出 发 ,一 系列 结果 罗 别 如 下 : 
《1) 特 征 方程 (3. 2) 必 存在 具 任意 大 实 部 的 根 , 所 以 有 零 解 醒 
为 不 稳定 的 结论 (这 由 庞 德里 亚 爹 定理 也 可 推出 }). 
(DE A f& G3. 2008] m CIE L| e" are" ,1"1e* 都 是 (3.2) 的 
解 ( 第 二 章 定理 2. 0. 
GG. 1) 有 周期 解 的 充 要 条 件 是 3. DAAR 4 二 iy. IE BH 
方法 与 第 八 章 定 理 1.1 XM. 
(4) 方 程 (3.1) 的 一 切 解 为 振动 的 充 要 条 件 是 (3.2) 无 实 解 , 根 
据 这 一 原则 [264][L18][L434] 中 研究 了 如 下 的 方程 


Fr err) P1 Paur) =0 (3.3) 
d Greer G0) 21 Pana n 0 (3. 45 
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d o) er + OP rn) (3.5) 
:—] 


Zaer) 2, Petr le)) =0 (3. 6) 


解 的 振动 性 ;其 中 c 宇 0 ,rr 守 01P>05ER,P,(i)E 
CRI R ,rG) € CGU. ,R) ,注意 到 (3. 3) (3. OPE n, 可 以 取 不 
同 的 正 负 号 , (3. 503. 60 f e GO ET DA FEE 9 E BUR [8l S dE 
fA & , BUte BUE RE e GO RAJEE 2X 4p TR 3E f i (3. 50 (3. 6048 
是 工 型 或 1 型 方程 

[264] 中 还 设 c0, 183 (3. 2 — (3. 656) 一切 解 振 动 的 充分 条 
件 , 例 如 对 (3. 3)(3. 4)[264] 中 得 到 

B Oo —celon 分 别 是 满足 mm 一 mr 十 0 的 最 小 非 负 整 
33 .1—1,2..2 EDIT. 


l MPG c 
l-ciízZi l-—c 


则 (3. 3» (G. 4) 的 一 切 解 振动 . 
对 一 般 的 非 线 性 方程 
T= f(x) .urüG—Ou Goo) . G. 8) 
RP c0,27-0 是 常数 ,其 Cauchy 问题 提 法 还 没有 公认 的 合理 提 
法 , J. Hale 在 [3] 中 也 指出 ,要 确定 (3.1) 的 解 究竟 需要 多 少数 据 
是 一 点 也 不 清楚 的 . 
早期 有 一 种 做 法 是 把 上 型 方程 作为 中 立 型 方程 的 退化 情形 来 


Ll (3.7) 
P£ 


ABE ,如 Lecornu 对 方程 
tatart 1) tbr +i) =0 (3.9) 
设 初始 时 刻 为 mw 一 0, 作 自 变量 代 换 :二 :十 1; 则 (3. 9) 写 成 下 式 
zG)biG-—1)-4226—2)—0 (3. 10) 


然后 在 [一 2, 9j 上 给 定 连 续 可 微 的 初始 函数 XO , BE x00 — 9X0, 
z= 二 Ht ,1E[ 一 2,0], 于 是 得 [0,1] 上 (3.10) 的 解 , 这 是 微分 延 
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后 解 ,这 相当 于 NN 型 方程 
ex(s) 十 二 Zs 一 1) 十 名 zs 一 2) 十 x(s) =0 (3. 11) 


当 s 一 0 时 的 退化 情形 (实际 上 是 aa 型 方程 的 一 种 初 值 问题 提 
H). 

对 (3. 8205 Cauchy 问题 提 法 还 在 探索 之 中 ,作者 在 [255j 中 
提出 了 三 种 可 供 选择 的 Cauchy 间 题 提 法 . 第 一 种 是 沿用 常 微分 
方程 的 Cauchy 何 题 提 法 ,第 二 ,三 种 提 法 则 是 把 问题 设计 成 边 值 
问题 , 即 化 为 一 种 常 微分 方程 边 值 问题 . 并 且 给 出 了 解 的 存在 唯一 
性 定理 , 其 中 第 二 种 提 法 如 下 ;对 方程 

T= Txt) rtta) (3.12) 

其 中 r20,020 ERRO ROERO 12) 在 指定 区 间 2— [2,5] E 
的 解 , 则 应 当 在 [a 一 tr,aj;[6,5 十 o] 上 的 给 定 初始 函数 0D, 
Cauchy 条 题写 成 

xrG)-fG,rGD).rG-—T),0-90)  t€[a,5] (3.13) 

TEO =P) tE [a—c,a JU[^6.54-c] 
[256 ]"H FH EE 38 B i XR s E DC [E] 3 pE E TRR TEE — 
性 , [257j 中 放宽 了 对 f 的 要 求 ,用 Schauder 不 动 点 定理 证 明了 解 
的 存在 性 并 且 用 Picard 选 代 法 构造 出 它 的 近似 解 序列 ,证 明了 在 
一 定 双 件 于 近似 解 序列 收 仇 于 真实 解 , 且 给 出 了 近似 解 与 真实 解 
之 差 的 合计 式 , 显 便 指 出 [256][257j 中 研究 的 是 二 阶 方程 . 

当 f 二 0 时 ;Schulman 第 出 了 解析 解 [404]. 

我 们 在 [2584 中 给 出 下 型 的 一 种 Cauchy 问题 提 法 . 设 r= 
const. 70,o-const. 70,7 =La, b ]C-R, Wi] E 7387; PEL f [RET 

r(D-dorG—0-—JfG.rG).r(ü—:,rG-4-0) 
[Eo aoee (3. 14) 
xrG)—9G) LE [Le 一 re] 
的 解 存 在 县 肉 一 . 
对 FDE 用 报 动 各 奇 报 动 方法 有 一 些 研究 工作 如 [259]~ 
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[263] ,在 [263] 中 考虑 CFDE 边 值 问题 的 奇 摄 动 如 下 

Ey'Cr.£) H- y' (rE) Fa Cr)y pz 1,69 — BGr) yr 1 6) 0 

Occ r« b .0« exl (3. 15) 

yG,8-—g9GO,r€[—1.0]hyC 8) (x). r€ [114-1] 

TE alr) 8 GO ,gLT), 风 (zx) 为 常数 的 情形 下 ,利用 分 步 积 分 法 给 出 
本 《3. 15) 的 精确 解 ,找到 了 边界 层 5 角 层 ) 的 位 置 , 然 后 针对 问题 
(3. IDE alr) BG eX D ,Cx) 是 够 光滑 的 情形 下 ,运用 两 变量 
展开 直接 构造 边界 的 办 法 ,给 出 了 形式 渐 近 展开 解 ( 内 解 和 让 解 ) 
的 =” 阶 通 项 表达 式 , 且 估计 了 余 项 ,从 而 得 到 精确 的 解析 解 . 

1982 年 Lange 和 Miura 对 从 概率 论 中 提出 的 一 类 CFDE 的 

边 信和 问题 [432] 
€ y"Grie) tar) yGe— 1,6) P Gy Ge 4€) -BGoyC 4-1 ,&)-0 
ponose pleia 
yir E )=gr), rE [1,0], ylz =y zE [4,/4-1] 
(3. 16) 
给 出 了 浙 近 展开 解 的 首 项 ,但 未 研究 通 项 ,与 [263] 比 起 来 粗糙 得 
多 . 

最 后 ,在 结束 本 段 时 要 指出 一 个 事实 ,有 些 方程 被 说 成 是 “ 形 
式 上 "的 CFDE ,因为 只 要 做 一 下 时 间 平 移 , 便 是 多 滞 量 的 中 立 型 
Jr FÉ[ 436 ]— [4411[405 ]. 

例如 [436] 中 Kamenec 与 Maluku 研究 了 方程 

y'G— D-T2y"G) T y" GMT DA, 03 
30)—0,72€[—1,0]. (0 —0,3x: 4 
的 边 值 问题 ,确立 了 它 的 解析 解 , 这 个 边 舍 问题 在 光谱 理论 中 物理 
BOURSE B. 

刁 阁 不 考虑 边 值 问题 自身 ,而 仅 就 方程 的 形式 来 看 ,训令 ;= 

十 1, 作 时 间 平 移 后 可 化 为 
yt 2y" sy 2 1 (3. 18) 
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(3. 17) 


这 是 一 个 具 双 光量 的 中 立 型 方程 . 这 种 方程 的 更 普遍 形式 为 
ZC) 2a (x GG) — fG) (3.19) 


21CxG—id0 之 [5,G) 2G) "Fa GO x Co) ] — f Ge) 


(3. 20) 
RP A-—const. 20. [436] 一 [441 中 详细 讨论 了 (3. 192 3. 20). 
所 以 ,从 CFDE 代表 的 应 用 背景 看 , (3. 170 — (3. 20) 并 非 * 形 
式 上 ?的 ,而 是 实质 上 的 . 从 时 间 平 移 可 以 化 为 NDDE 这 一 角度 ， 
它 可 以 认为 是 "形式 上 ”的 . 须知 这 上 其 是 从 一 个 角度 看 问题 ,是 一 种 
处 理 CFDE 的 方法 , 绝 非 全 部 . 


2. LÀ, E SJ CFDE 


HAE rD EREE ac RR it acco.id rE): Ca o0 
Rt € (2,00), I] — G* — 8,1 CC (a,000,1, — (QU € 48) C Ca, 
o0)2r aA t€ ££ Ga o0) "PIT ZEE IRL iX 8.8790 Are 

rG-—fG.rO. G-—rOD) (3.21) 
xD deoerG-— r= flt) erit) r>0 
(3. 22) 
我 们 引入 转型 点 的 概念 . 

X 3.1. XPO.2D GE G. 22)) , 若 3 £^ Ela, 4-090 (E 48. 

(DrG^)-—0 

Gire I; Bf c0 0€ ODE € P, Bf eG COCHE 0) 

KB =fr] I =e elar <e. 
T z* nC. 21) (或 (3. 22)) 的 一 个 转型 点 . 

显然 ,在 任何 转型 点 近 傍 (3. 21) 由 R 型 变 为 A 型 或 者 相反 ， 
(3. 22) 由 N 型 变 为 C 型 ,或 者 相反 ， 

(1) 仅 有 一 个 转型 点 的 方程 常 带 寺 到 ,处 理 起 来 比较 方便 , 例 

454 


如 eG) — D, fles. 31) 在 t20 时 为 型 ,在 1 过 0 时 为 A 型 ,转型 


2 
m r—0 是 唯一 的 . 
(2) 有 有限 个 转型 点 在 L442] 中 有 详尽 介绍 .例如 我 们 考察 方程 
xQ)—fGG Nx») (3. 23) 


其 中 eG): EAREERE E 1.0.1. 
《3) 有 可 列 个 转型 点 的 方程 如 [1442] 中 提出 的 


r= f. zG),rG-—sint)) (3. 24) 
转型 点 为 上 一 上 光一 土 1 ,十 2 
具有 转型 点 的 CFDE 的 研究 概况 
对 方程 
T= TT) 2ER (3. 25) 


TO — erl = f araar) tER (3. 26) 
及 方程 
y! Gay Co —h Guy GO sco» (3. 27) 
a 27) 中 令 s— e BERI AE A (3.260. 3c [444] — [446]. [448] — 
[4523] 以 及 [455] 都 是 研究 (3. 25) (3. 26) 解 的 性 态 的 . 
此 外 在 [464] 一 [467] 中 研究 了 一 个 转型 点 的 方程 
rQ)-—fGuG.xGD) Oel (3. 28) 
解 的 性 态 , 并 对 一 些 无 线 电 物理 中 的 问题 给 出 合理 的 解释 . 
注 3.1 对 方程 [426] 
rG)d-cerG—riG)-f(Giuo(G)rü—rG)D) (3. 29) 
TODE R FER, HAES I9 EUR (0) ,这 时 诸 a 不 是 转型 
点 ,因为 zx) 改变 正 负 号 时 (3. 29) 仍 是 一 个 中 立 现 方程 ,但 在 [es， 
ag41 1-3 [4255 Gas ) 上 是 两 个 构造 不 同 的 NFDE , (3. 290 S 
N DER, 我 们 在 t268j 中 给 出 了 (3. 29) 解 的 存在 唯一 性 定理 , 当 
然 , 首 先 给 出 了 Canchy 问题 前 一 种 提 法 .其 中 的 主要 困难 在 于 种 
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分 曲线 在 诸 a 处 的 衔接 问题 ， 


$4. Rrü,z(D x00) f E 8 FDE 


© Ler re FDE 
考 虚 方程 
ri = (rir)) (4. 1) 
t= farit} rt 一 it) (4. 2) 
58 HPA TGOOR FDE 5 rrap X FDE. 
近年 来 这 类 方程 有 很 大 发 展 ,论著 数量 不 人 少 ,本 书 参 考 文献 中 
尽 可 能 列 出 . 诸 作者 处理 问题 的 范围 与 方式 大 致 有 : 
(DAR Canchy 问题 的 提 法 ,或 者 对 (4. 2 (4. 2) 在 指定 的 区 
闻 上 探索 解 的 弃 在 唯一 性 ,或 者 注意 到 (4. Da 2) 解 (连续 解 ) 空 
间 的 维 数 急剧 下 降 , 大 胆 地 沿用 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 提 法 
WF: 
T= TO rr.) 
PARA 4. 3) 
EdEEspu-dnbotirox PONE JACO WE UE T S p SPEI 
迄今 收效 甚 微 ,在 证 明 解 的 存在 性 时 ,一 般 仍 用 不 动 点 原理 及 逐次 
通 近 法 等 传统 手段 ,当然 ,对 所 用 的 定理 必要 时 得 事先 推广 . 
(2) 避 和 开 基 本 理论 问题 ,不 问 其 Cauchy 问题 提 法 如 何 , 不 问 
解 是 否 存 在 唯一 ,就 某 一 个 或 菜 一 类 方程 自身 的 构造 出 发 ,研究 解 
的 某 种 性 态 ,如 单调 性 ,振动 性 ,周期 解 的 存在 性 等 等 ， 
3) 根据 应 用 篆 景 的 需求 , 找 出 一 个 或 -部 分 解析 和 解 ;或 者 近 
TR. 
GE c 加 上 许多 苛刻 的 条 件 , 把 已 知 的 FDE 理论 予以 推广 ， 
Bici rera 等 等 - 
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除了 本 书 其 他 地 方 提 到 的 有 关 r(tzrtt)) 型 FDE 文献 外 ,还 


nf 288 [479 ]— [548]. 
ct,z) 一 上 一 过 (的 的 情形 
TD = riri) (4. 4) 
rU —fGGG)0 (4. 5) 
rfc ur) (4. 6) 


都 是 一 :一 zx 的 特别 情形 ,进展 概况 是 : 
1970 年 , Dunkel 研究 了 方程 (4. 42| 485]. 1984 年 Eder 又 对 
(4. 4) 作 了 详尽 的 分 析 , 握 出 了 区 间 了 上 饱和 解 的 概念 [479]. 
Dunkel 同时 义 讨 论 了 (4.5)[484], 以 后 陆 陆续 续 有 零星 的 研究 工 
作 ,1988 年 王 克 对 (4.5) 进 行 了 系统 的 研究 ,大 大 推广 了 前 人 的 结 
果 [L480j] 以 后 还 有 一 些 推 广 工作 [266][268]， 
Petahov Xf — Br 2; f 
rG)-—arCGi(QG)) (4. 7) 
的 一 类 按 值 问题 得 出 解 的 存在 唯一 性 定理 f483],Petahov 在 
[482] 中 也 研究 了 (C4. D. 
Pelczar 在 L486j] 中 对 (4.6) 沿 用 常 微分 方程 的 初 值 向 题 提 法 ， 
MMÁ Picard 方法 给 出 问题 
r= fE, ra), æl) 
r(0)-—c 
连续 解 的 存在 性 ,而 Sarkovskii 在 [487] 中 刚 如 开 Cauchy 问题 提 
法 ,直接 分 析 方 程 
PGGo x GOD r GG) QGOX xCÉFG GO) -0 
. (4. 8) 
的 解 的 性 态 ,Minsker 在 [488][489] 中 讨论 了 方程 
a Ca(z)) —aCr)/x (4. 0) 
解 的 性 态 ,并 提出 一 些 公 开 问题 . 
综观 对 (4. 5)(4- 0) 的 所 有 研究 工作 ,一般 总 是 给 定 区 间 7 一 
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[a ,车 , 要 求 方程 在 了 上 的 解 或 者 分 析 了 工 寺 解 的 一 般 性 态 , 而 且 通 
党 都 有 两 个 基本 假设 : 

GRAA 了 是 单调 的 - 

Kii) 设 ET,fzrsET) 一 SI 

事实 上 ,了 为 单调 的 前 提 下 ,可 以 分 为 四 种 情形 . 假定 (ii) 只 是 
其 中 的 一 种 , 另 三 种 情形 是 

(Ds€ Issa 

(2s€1I-smb 

(GI 中 有 太 于 & 和 小 于 5 的 值 ,或 者 有 小 于 a MAF aht. 
作者 在 L257] 中 给 出 了 C1)(2) 两 种 情形 的 Cauchy 问题 提 法 ,而 且 
可 以 化 为 常 微 分 方程 而 求 得 解析 解 , 以 C1) 为 例 , 取 一 个 初始 集 了， 
ESR AmE h= oa] 又 例如 取 (4.6) 有 端 有 界 时 ， 
HI <M W Z ARAL Mat zta) a]. 

所 谓 (4.6) 的 一 个 不 大 于 a 的 解 ,是 一 个 定义 在 集 I,UI 上 的 
ATRAN, CE 1。 上 等 于 给 定 的 初始 函数 gq, 在 1 上 满足 方程 
《4. 60 , 即 初 值 问题 提 法 为 

xrQ)—fG,Q) x) 
PER (4.10) 
r(s)—9(s),s— r(0) € El. 
ERES r€IBIGSBIEDBDEERWZEDIARHIOL5-(aHNT 
A rGrODaArG)—eG)smrQO.ucldsen. TRA 

定理 4.1 设 方程 (4.6) 满 足 条 件 

(i) 了 连续 ,关于 第 二 ,三 个 变 元 是 局 部 Lipschitz 型 的 . 

GI PECH R Farapa WONDE. 

则 初 值 问题 (4. 10) 的 解 存 在 , 若 再 设 p(s) 也 满足 Lipschitz 条 件 ， 
则 解 是 唯一 的 ， 

在 [267J] 中 ,我们 给 出 定理 4.1 的 详尽 证 明 , 并 且 同 时 给 出 情 

JE CGH Cauchy 问题 提 法 ,和 相应 的 存在 唯一 性 定理 ,此 外 还 对 
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(4. 0 (4. 50 (4. 6 的 一 些 共 体形 式 给 出 应 用 例子 . 
对 一 般 的 rtsztt) 的 情形 ,从 60 年 代 开 始 已 有 许多 研究 工 
fe ,如 1493]L498JL506JL536jL548j] 中 研究 了 含 参 数 的 FPE 
rG)—fG. zr) .rüG—r(üG.se, G0) (4. 11) 
注意 到 rG.rG0 BAS 5 既 增 加 了 复杂 性 又 提供 了 关于 小 参 
数 展开 的 可 能 性 . 在 L495][510] 中 研究 了 导数 有 偏差 的 情形 
TOE TE TR cGGO)0,xQG.xQ))) (4.12) 
对 这 类 方程 周期 解 存 在 性 的 研究 为 数 不 多 . 如 [411] 关 于 振动 
性 有 L522] 一 [530] 及 [543] ,又 例如 本 书 第 九 章 64. DR. 16 [522] 
中 讨论 了 方程 
(rt EDY Hay LA yO =Q) (4. 13) 
HRA os [o arcos l'on oam mE T RA 
解 的 存在 的 充分 条 件 ， 
[509 [L518] 中 研究 了 多 个 rz 的 情况 ,县 方 程 
r= fT) rg Gam ig G2)» C4.14D 
解 的 振动 性 问题 . 
最 后 ,由 于 解 的 整体 存在 性 没有 保证 ,对 稳定 性 的 研究 极 少 . 
Skripnik 在 [533] 中 用 比较 的 方法 给 出 一 些 充 分 性 的 稳定 准则 , 考 
EFE 


P 

O= 2, AG) GaG aO) (4. 15) 
b 

yo) 2,4, (£y) (4. 16) 


其 中 r,y€ RANA n Xm EE. H is gt, 此 时 [533] 给 出 T 
(4. 16) 零 解 的 稳定 性 能 保证 (4. 15) 零 解 稳定 性 的 充分 条 件 , 沿 用 
了 第 一 近似 理论 的 思路 . 
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2 rf I ,WY FDE 


这 里 涉及 更 为 复杂 的 侦 营 , 它 还 依赖 于 未 知 通 数 的 导 孝 ,事实 
E, BIRETOBCTCK Kup SEI m ERG BD rara) ra), en ; 
z'? (2). 

这 类 方程 看 起 来 相当 复杂 ,但 它 却 是 FDE 最 早 提出 的 方程 
类 ,近年 来 ,在 控制 系统 、 博 奕 论 .生物 的 高 级 神经 控制 网 络 、 细 胞 
中 酶 的 反应 机 制 等 一 系列 应 用 问题 中 提出 大 晤 rttz,z) 型 方程 ， 
如 [549][L550][402]L403][4063[407][442][473][L269] 一 [289]. 

E- REHA KFC nA FDE 的 研究 范围 与 方式 (1)(2) 
(32 (4) 对 cG c2) FDE 也 适用 . 诸 文 献 中 涉及 方程 类 可 归纳 


ALA FJL: 
rQ)-—f(G,xG)zxG—cvrG, rr)» (4. 17) 
rG)-—f(G.xO ur —nGumax),exG—£0iua 
(4. 18) 
TO fr rr roc). rG—rTü.r.n209 4.19) 
T= f Estr E rr, r2) (4. 20) 
HOLENICETONTONTCSPEXCSE, (4. 21) 
其 中 cy 电 某 个 递 推 公式 确定 [283] 一 [292] 
即 弟 推 公式 为 
Ta TQ x lE) 
[mnes ie sic) (4. 22) 
b—0,.b,90-m-] 


以 及 下 面 要 提 到 的 ri mun eer MAy. 
它们 的 研究 概况 可 归纳 如 下 s 
COE GG 172 ,不 问 Cauchy 问题 如 何 提 法 ,可 以 用 细致 的 分 
术 技 巧 直接 证 明 连 续 解 的 存在 各 不 存在 性 ,或 者 求 出 解 族 [249] 
[250 ], tih HT 28254]. 
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在 [249] 中 ,作者 证 明了 方程 
y!GO M y! GO y * C — y! Geo y G2 y' Cr2) 20 (4. 232 
不 存在 过 续 解 ,在 [250] 中 对 更 广泛 的 Poisson 方程 
TATE TH or rr Sa (4. 24) 

其 中 a,6E R. 在 L250 的 假定 之 下 ,可 把 ta, 总 平面 划分 为 9 个 区 
域 DD, DND =D GIHID ij R= ÜD. 
EF D, 的 划分 原则 是 :不 同 的 对 应 不 同 的 解 族 ,或 者 对 应 不 同 
数目 的 解 族 ,我 们 得 

OD —DIUDI, Rh Dl-((a.DibzE0,a«0),Di—1Ca,00; 
bx.—15a7270),.H0]25 (2,5) € D, ET CA. 240 JG 3E RE. 

GD D, — DjU DE, HB Di = ((8,060;5250,a—0), Di — (a, 
b) b 1,40), [3 (2,5) € D, BE CA. 24) FUE E RIS. 

G12D, — ((a,5);5— 0,4770] 34 (a, DOC D, BT (4. 24H RE 
Wk z: 十 (ce 一 上 3 一 ac 为 任意 常数 . 

Qv)D, = ((a,50: —1«Cb«Z0,a0),(4. 24) 8 R WE ZR 3g 
H2. 

(GOD; — Di U DH, Kj DI = ((,5):570,a470), Di— ((a, 
b). b — 1,a«0) H Cab) € D IE GI 248 4 2 DLE RRR 
H. 

Cvi) D; = { (a,b); —l«b—0.a«0), W 34 (2,50 € D, 时 
(4. 2408] ARS UI £X. 

(vii) D; — (Ca ,B) ; — 1« 60,4790] 25 (4,00) € D, HG, 24) 
LE b EELSE EA 

(viii).D, — { (a,b) ;b— —1,a«z0). M24 (2,52 € D, Bf (4. 24) 
有 人 解 为 抛物 线 族 . 

Qix)Ds 二 {0, 一 1)}), 有 好 只 对 应 唯一 的 方程 ,5 一 一 1,a 二 0 即 
[249] 的 结论 . 
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(2) 对 方程 (4. 17) (4. 185 C4. 20) 沿 用 党 微分 方程 的 初 值 问题 
为 


一 É, i). P— tA, Sr) 
jz FETA rE rE xx (4.25) 


rih) = t= const, 
在 一 定 条 件 下 ,给 出 了 解 的 存在 唯一 性 [473jL270 半 271 上 上 其 中 解 
的 在 在 区 域 通 常 只 限定 在 某 个 区 间 TI 一 La, 四 上 . 
(3} 对 《4.17) 根 据 应 用 问题 的 需要 ,有 如 下 一 类 Cauchy fa] 
题 . a 
r= farra ere, 
PAN 
[270] 中 证 明了 这 类 初 值 癌 题 的 存在 唯一 性 . 

(4 在 文 L250.jL253j[509j 中 都 尽力 试图 建立 较为 普 壳 的 rtz， 
zz) 型 FDE 的 基本 理论 ,但 事实 上 不 能 认为 是 完全 成 功 的 ,以 
[509 |j M: Shin "jg T 7r $8 

z= ,rg xG)0) (4.27) 
对 其 中 的 函数 f,g 有 一 系列 假定 ,最 基本 的 有 6 条 , 即 
-DIGOR AEH t AFX ER. 

(QF-2) f (XI EEH XEF t Lebesque 可 测 . 

《FF-39DCAR"t1 中 的 连通 开 集 ; (2,0 由 [509] 中 定义 ), 对 万 
中 任 一 紧 集 QQ@, f(x, 及 ) 在 所 上 有 界 . 

(CG-1)g (XT) 当 (rx}ED' CR^" pl iE. 

(G-2güt,32—t,XV (7)ED' ER. 

(G-3)3 a€ R (f fg asc g Guam jme um EG. 
r)€cD'. i : 

注意 到 条 件 (G-3) 是 加 在 e; 上 ,而 实际 上 是 加 在 x 上 的 限制 ， 
因而 不 很 自然 ,但 [L509] 中 确实 建立 了 类 似 于 RFDE (让 基本 理论 
FECE x. 

(DRAFTERS. Angelova 5j Bainov 给 出 了 方程 
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(4. 26) 


(rOy AAGE aN s y ay y DSQ tT 
(4. 28) 
振动 性 的 充分 准 刚 ,Terekilin 在 L4021 中 讨论 子 方程 
TSAO tA re rrr) rd rr))) 


《4. 29) 
周期 解 的 存在 性 ,其 中 4 是 参数 . 
(8) 对 r(£ c r 22328 FDE 有 ~ 系列 工作 ,例如 在 [278] 中 斌 
究 了 好 下 方程 


rO)-—fua iO G.S, (D). vr?) 
[Fa SEEE TE aa ds) — (4.30) 
其 中 ogro srar ax 类似 的 工作 还 可 参看 [2751~[2771. 


对 rar eu eer 型 FDE 在 [279 上 研究 了 如下 方程 
LOOF EEO xi g0)), nn 和 cm? (gg. Gixr(D))) —0 
(4. 31) 


EP m=n—l;z m ?E [5] ERE. 
T= GG), Vp (0) 
FECR, X RP,RO,g,€ CORLX R, RO gu tr 日 
limg.G ENSE H limg,G 2 G)) —ooOisoD HEREA 
zx 一 人 一 一] 
NA 
文中 研究 了 (4, 31) 解 的 浙 近 忻 态 ,主要 是 解 的 振动 性 与 非 振动 性 . 


(4. 32) 


$5 f FDE 


对 带 有 偏差 变 元 的 偏 微分 方程 ,略称 为 “ 信 FDE”,1955 5 年 n. 
M. Tynb 首先 研究 了 这 类 方程 ,如 


du(t.r) at TE jr) Pur), u(t—t.,x) 


x xd (5.1) 
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u(t,x)—d(t rr )M0xtsr,0m xx 
Et aur EER, Oga RR EUAN T 1 连续, 关 
Tox OKERRA AEA HE — 71038 EARCPE. 例如 w(t,0) 一 utz， 
P) —0. AWRA Foo a SUPE e 2p 76 PR. 

Tagen a TH ag Ten (8. 2) 
等 等 . l 
这 类 问题 迄今 为 止 只 是 对 有 应 用 背景 的 特定 方程 的 边界 条 件 
与 初始 条 件 用 类 拟 于 无 偏差 变 元 的 偏 微分 方程 的 方法 予以 分 析 ,， 
如 解 的 适 定 性 ,振动 性 ,稳定 性 等 等 , 

至 于 方程 的 类 型 ,主要 是 在 偏 微分 方程 分 类 意义 下 的 抛物 型 
方程 与 双 曲 型 方程 ,而 且 , 和 多 数 场 合 偏 FDE 中 只 有 一 个 自 变量 有 
帆 差 变 元 , 少 部 分 有 多 个 自 变量 有 偏 莽 变 元 . 当然 ,一 个 自 变 量 有 
偏差 ,未必 是 单 -~ 的 ,可 能 与 通常 的 FDE -HELW Eg. 

现在 举例 说 明 偏 FDE 的 有 关 工 作 . 

(1) 解 的 振动 性 [298j]~[301]. 

iE A JÉ Laplace 算 子 ,如 51 所 述 , 讨 论 方程 


[st Dh ues—r) = (DAau— Pr Du 


— 2 gi G Du Gg 0, Ge €G (5. 3) 
或 者 含 分 布 偏 状 的 方程 


AP Ža Aulet r) ]=a Au PG 


-facet Eula gG Dda) Gr. € QXR,—G (5.4) 
我 们 考虑 (5. 4),[298] 的 结果 介绍 如 下 , 设 (5.4) 中 的 CR" 具有 
Yt HOC SAC XQ mS S EB u-—uxanm0d4—1,.2, bicis Hn H 


实 常数 , 设 
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(ADaM AQDOC€CGLL Ry uii—1,2, m. 

CADP lr D € COOX RI RIT o5) € CXOOX R, X[a, 
b]: R+) 

CADg GG, ) € CCR, X [a,b]. RO gt EC [ah] 
gt) 关于 ze 分 别 是 非 减 的 , 且 


lim min 
reto fE [2,5] EEE} =o 


CA,20 (€) ECL 5]. RO dE C TEG 0 rP S BL de dE 


Stieltjes 3X Y. T Ej. 
SELAH, 4E% AIF 
ulr =p, i) x) ED XR, MEE (5. 5) 
Zopar), (rt) €aQ xR, (5. 6) 
X -ErGr £u 0 (a EO XR, 5.7) 


其 中 是 2 的 单位 让 法 向 量 ,rCr,t) ECCG0Q XR; sR Grat), 
gG ,10)€ CCOO X R,L,R). 
在 分 析 问 题 时 需要 偏 徽 的 一 个 基本 知识 :名 内 的 Dirichlet [3] 
题 ; 
A# 十 aw 二 0, 在 名 内 
me (5. 8) 
的 最 小 特征 值 a 是 正 的 , 且 a, 所 对 应 的 特征 应 数 OO TEC AE 
是 正 的 . . 
我 们 列 出 两 个 结果 而 略 去 证 明 . 
定理 5. 1 若 具 连续 分 布 洪 量 微分 不 等 式 


HEU X + ZA DU G— PO Haa CDU G) 


+| Qa. Ug dot) < a)| o aw (5.9) 
A x2 dn 
以 及 
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HUOH 22AQU (—7)]H- PE Fa GU CD 


t QU a. Dda Kaw] e aw (5: 10) 
, a m 


没有 最 终 正 解 , 则 问题 (5. 42€5. 5) 的 一 切 解 在 G 内 都 是 振动 的 ， 
以 及 另 一 种 振动 条 件 . l 
35.2 若 对 所 有 充分 大 的 二 有 


liminf[ a-dt-at[: plz, s) Br dw ]ds— —oc 
p 于 È x E . . 
(5. 11) 


Himsup| 4a | pr bod Ms Foo 
(5. 12) 
WEA (5. 4)(5.5) 的 一 切 解 在 6 内 都 是 概 动 的 . 
证 明 从 赂 . l 
(2) 稳 定性 问题 ， 
在 [312] 中 谢 胜 利 给 出 下 列 方程 的 稳定 性 定理 S 
Sr L DGYAuG «D AG Gs BGYiG t0, 
(ra4D2€QxR, (5.13) 
NET PT) GrÉ,DeQx[-—r2.0] 
， WED Fer ust) 0, Gr € 3 X L— r9 
Xr AGQO.BGORETE R, FERH nx » B. | 
D) —diag (2, (t), ens (dO) C Gr 2) = diag Ga Gn (9, 
seneu TA, T2» ;而 diir 0,c, x ORO, i 二 1l re „ti pE 


XE 一 5,09] 上 适当 光 清 的 已 知 » ERR, Aa QE Laplace 算 子 ， 


a= 2,3 ad, QCR 是 有 界 开 集 
Q-izx-G, LETE TS M. zd) 
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其 边界 3 名 光滑 ,uv 为 3 包 2 上 的 单位 外 法 向 量 , 时 江 L0. XT 
(5. 13) 解 的 存在 瞧 一 性 作为 已 知 的 . 
若 对 Y £-0,3 le)2>0 及 0 使 当 ， 

ecco lKa)? =M <e le) 
时 有 

PIC sip) [cs | MV uCr t.) Lio NetE R, 
则 称 (5, IDHE ME X DREH. HEA 

lim [u (xs) [itom lim | Velet) let p 0 
则 称 (5. 13) 的 零 解 是 克己 ) 渐 近 稳 定 的 ,其 中 

1 人 ez 
. 定理 5.3 Xd RO ÉD br NRPA X O) A 
近 稳 定 的 且 (5.13) 所 有 解 xfzye) 满 足 ， ， 

limuGz ,£)270,Xl xzE 吕 一 臻 成立 (5. 14) 
其 中 b—sup | BC] r= re >o. m-ra EPF 


DIU O= 3-4 G)--A G)) — "dig d GO, — d)» 


MX EID IA mi. 
证 对 方程 5. 13» UL FRI n Cnr) n] 08 


loco sirt) = D d Gu Ga Au .£) 


ES 


; CACO d AQODu GO T i G0 BGO)u Gi r - 


Hairi? 


(5. 15) 
对 (5. 15) 两 边关 于 r 积分 得 
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— £l u(r Dul, Ddz— DaD u, Cr t) Au (Tt dr 


i= ] 


— 2| wr IB OY, — Ddr 


2| Got Gr AqD«Gndz 


(5. 16) 
注意 到 cr, m0, 出 散 度 定理 之 
n (Gu N ud uv iu, ;dz=| ui Adr -| entaz «co 
| (5.17) 
只 而 有 
Jade |- (V u, Gr £D? d :2]1,2,:77- 5n. (5. 18) 
HH Poincaré 不 等 式 有 


| adach] ede imt] Vm (5.19) 
Bi b—r—2 充分 小 的 的 正 数 6,o 使 得 
Bll +e™) ma) (5. 20) 
对 上 述 药 e A 
dO wand e| Tura 


— Kid, (t) -oyf uiGndz 


于 是 (5-16) 化 为 
zl. lu(zx D Ó?dxs — 2€ 97 Sf. CZ uD*dx—2r ola adr 
i = ] 


vua. PICO, art+2] [uC t) | |BE| (ulz, =r) dr 


由 此 可 得 
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| fa Cx F33 adag M $00 y 


一 2 > eem eh]. erue dads 


za za 1 


+| ea 0-5» LB(s) |j Cice [lwtr,s—r) | dzrds 
对 (5.20) 中 的 o>0, 我 们 有 
en latr, D [dx 


bO+He”) 
eeh Re 


注意 到 上 式 右 端 非 减 , 记 


(5. 21) 


x. M, et] fue m ida) 


P= sup te” lu C402 dx) 
则 有 


sup (e?7 o Esl da) 
Det ac 


«M, 4L emb/2tr eh ope) 


而 
sup AN MICI D 
-rE 
«Mc mp lef lue ss) |*da) 
Pur 2 
BUR 
51r e) 
POSM tT HW Gi.) up | e|. lur) dz 


i (5. 2001— [br 6) /2G— eh? —8) ] 4770, Bl 
PG)«:2M,/d 
RA G.2D0 4 £201 
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ej FICS 'dz« MD —d)] 
> . (5. 22) 
-zef eg oA onu ` lenf Vuda las | 


í—a 


注意 到 
— : = 2r h 2—o)(r—s) : er ; " 2d d 
«f D erf, Gra ana 


1 = o] 


tm] 


L 2eae 507 0 N [e (Vu dr) 97c[r—a;t] 
由 (5. 22) 有 


enf PIC |dx--2sae ^79 A 
总 


" » [e Tu DY der] «Mua 十 2 148 


im] 


HERES t W> >a 有 
Q(f)-— sup e lulz, s| dr} 
tanri a 


-F2:ae 9 - ^ 一 中 » sup e| CV ur.) dx) 
il t—us sel Le] 


<M 14-20 —45/4] 
从 而 有 


| | 下 人) | tdi-d-2tae 00 00 NES ) dr 
il 


QOO) "s M[14T20-—42)»/d]e ” | (5. 23) 
由 (5. 23) 便 可 推出 (5. 1 8929 f: X COE feos B. 
现在 证 (65. 14) ,由 (5. 23) 之 


lim PAE: T3 | 12:9; — lim | ur NA Lo 一 D: 一 Dye 
fee dc x 


(5. 24) 
且 存 在 常数 M0, 
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FPICPAMES MIVPHCHS2IEST MCMMSTES JEECSELY 
BG. 250 [s Cr D I IV iu Gr O | ARR PH 
Iu, Cr, 2 |, | ur D H7" iu Gn [^ 1,2 7n 
[Vau Cr, lux] Vu GS Dm Ya (Trt) iA, 1.2, 
"e 15) | 
其 中 | 。 =f * [^dz)* paH, ] * |. ess. sup | 。| . 
HC. 24) 有 
lim [ue st) j, lim |V u; Crt) |, 0, £1, 2 tnt m (5. 26) 
PE Sobolev 不 等 式 ,对 m<p 有 
Iv [s SCilvl,J- Vel =C lel 
Kr C-—CG)O m. 0770 是 常数 ,从 而 
| Cx lC a Gips | Vu eis | (5.272 
由 《5. 260057272 
lim [ui Gr 2) | 0,4 1,2, sn (5. 28) 


(5. 22223] 2€ Q— Sg G. 240. 证 毕 ， 
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